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В статье предложена и рассмотрена RTL-нотация, основанная на системах рекурсивных уравнений 

и привычных семантических определениях логики линейного времени LTL и логики ветвящегося вре-

мени CTL. В предыдущих работах авторов, когда данная нотация еще называлась RLTL-нотацией, 

было показано, что с ее помощью можно легко формулировать и верифицировать свойства логики ли-

нейного времени, в том числе и относительно моделей систем, заданных с помощью той же нотации. 

Затем были расширены возможности RLTL-нотации, благодаря чему с ее помощью стало возможным 

формулировать выражения не только логики LTL, но и логики ветвящегося времени. В результате этого 

появилась первая версия RTL-нотации.  

В данной статье представлена вторая версия RTL как результат доработки и упрощения семантиче-

ских определений нотации, позволивших повысить наглядность и читаемость ее выражений. 

Целью статьи является демонстрация возможности использования RTL-нотации в качестве инстру-

мента для формулировки и верификации свойств, задаваемых формулами обеих логик, на базе единых 

аксиом и правил. Это дает возможность RTL выступать в роли единой универсальной нотации данных 

логик. При этом за счет незначительных дополнений ее базовых определений нотация способна вклю-

чать в себя выразительные особенности и других временных логик, что в перспективе позволит RTL 

стать полноценной универсальной временной логикой, обладающей всеми необходимыми инструмен-

тами и средствами для реализации всех этапов верификации. 

Ключевые слова: верификация, Model Checking, эквациональная характеристика RTL, формулы 

временной логики, LTL, CTL, системы рекурсивных уравнений. 
 

В данной статье авторы продолжают разви-

вать теоретическую и инструментальную базу 

RTL-нотации, преследуя цель создания само-

стоятельной, независимой (от сторонних алго-

ритмов и моделей данных) и единой системы 

средств и методов верификации. Концепту-

ально RTL выстроена таким образом, что выра-

зительные свойства любой существующей или 

возникающей временной логики либо уже, 

либо без особого труда могут быть имплемен-

тированы в качестве некоторой ее части или 

разновидности. Такая способность RTL к ин-

капсуляции свойств временных логик стала 

возможной благодаря лежащей в ее основе тео-

рии систем рекурсивных уравнений и опера-

тору продолжения. Однако, несмотря на рекур-

сивную природу, RTL является весьма интуи-

тивно понятной и читаемой нотацией. 

Ранее в работе [1] авторами были подробно 

рассмотрены инструменты и средства унифи-

цированного представления формул логик LTL 

и CTL в виде систем рекурсивных уравнений. 

Было показано, что RTL-нотация является до- 

статочно выразительной, чтобы с ее помощью 

задавать и модели систем, и верифицирующие 

их свойства (на базе логики как линейного вре-

мени, так и ветвящегося). Данная статья логи-

чески развивает эту тему и посвящена реше-

нию естественно возникшей проблемы, касаю-

щейся процесса верификации моделей систем, 

или Model Cheсking [2, 3], относительно 

свойств логики ветвящегося времени, задан-

ных на базе RTL.  

За счет небольших (по сравнению с [1]) из-

менений в синтаксисе, существенно упростив-

ших восприятие RTL-формул, а также введе-

ния ряда аксиом авторам удалось сформиро-

вать весьма понятный и наглядный алгоритм 

верификации, который основан на таком стан-

дартном и всем известном методе, как метод 

построения синхронной композиции. Разрабо-

танный алгоритм подробно описывается в ста-

тье, а его работа (для самопроверки) наглядно 

демонстрируется на нескольких доступных и 

известных примерах, взятых из работы [2]. Так, 

забегая вперед, можно сказать, что, помимо 
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теоретической обоснованности алгоритма, на 

практике удалось проверить и подтвердить его 

работоспособность, получив аналогичные ре-

зультаты верификации. В то же время нужно 

отметить, что в данной статье авторами не ис-

следовалась возможность верификации боль-

ших распределенных программных систем.  

В основном речь идет о создании инструмента 

унифицированного представления формул ло-

гик LTL и CTL и использовании его для вери-

фикации моделей систем. 

 
RTL-нотация 

 
В основе RTL-нотации лежат семантиче-

ские определения временных логик LTL и CTL 

[4–7] и системы рекурсивных уравнений [8]. 

Для упрощения задания в RTL семантических 

значений кванторов CTL расширим семантиче-

ское определение оператора продолжения по 

сравнению с тем, как это сделано в [9]. Опера-

тор продолжения «∘», как и ранее, выступает в 

качестве связующего звена (перехода) между 

текущим состоянием и следующим. Для зада-

ния моделей систем это будет его единствен-

ным назначением. Для верифицируемого CTL-

свойства оператор продолжения необходимо 

наделить возможностью характеризовать как 

квантор существования E, так и квантор все-

общности A. В связи с этим примем следую-

щие обозначения: 

«∘» – применяется как для моделей систем, 

так и для верифицируемых свойств (для моде-

лей систем задает и описывает переходы состо-

яний, а для верифицируемых свойств гаранти-

рует проверку выполнимости хотя бы для од-

ной из ветвей); 

«•» – применяется только для верифицируе-

мых свойств и гарантирует проверку выполни-

мости по всем ветвям. 

Данное расширение оператора продолже-

ния является по сути единственным необходи-

мым изменением (по сравнению с [1]), которое 

дает нотации возможность формулировать вы-

ражения логики CTL. В таблице 1 приведены 

рекурсивные представления базовых операто-

ров CTL в RTL-нотации с учетом использова-

ния операторов продолжения, соответствую-

щих различным кванторам. Если формулы LTL 

задают лишь некоторый порядок наступления 

каких-либо событий в целом, то формулы CTL 

эти события соотносят с альтернативными пу-

тями развития вычислительного процесса. Это 

требуется, когда верифицируемая система пе- 

реходит в различные режимы работы (в зави- 

симости от исходных данных или условий),  

работает в многопоточном режиме [10] или  

результаты ее работы носят вероятностный ха-

рактер [11]. 
Таблица 1 

Рекурсивные представления операторов CTL  

в RTL-нотации 

Table 1 

Recursive representations of CTL statements  

in RTL notation  
 

CTL RTL 

AXφ ∆ • φ 

EXφ ∆ ∘ φ 

AFφ = φ ∨ AX AFφ F = φ + ∆ • F 

EFφ = φ ∨ EX EFφ F = φ + ∆ ∘ F 

AGφ = φ ∧ AX AGφ F = φ • F 

EGφ = φ ∧ EX EGφ F = φ ∘ F 

A(φ1Uφ2) = φ2 ∨ φ1 ∧ 

AX A(φ1Uφ2) 
F = φ2 + φ1 • F 

E(φ1Uφ2) = φ2 ∨ φ1 ∧ 

EX E(φ1Uφ2) 
F = φ2 + φ1 ∘ F 

 

Аксиомы RTL: 
A1. ˥Fγ = G˥γ, 

A2.  ˥Gγ = F˥γ, 

A3. ˥Aγ = E˥γ, 

A4. ˥Eγ = A˥γ, 

A5. ˥∆ = ∆, 

A6. ∆⍵ ∘ γ = ∆⍵, 

A7. ∆⍵ = ∆ ∘ ∆⍵, 

A8. γ1 + γ2 = γ2 + γ1, 

A9. γ + γ = γ, 

A10. (γ1 + γ2) + γ3 = γ1 + (γ2 + γ3), 

A11. γ1 ∘ (γ2 ∘ γ3) = (γ1 ∘ γ2) ∘ γ3, 

A12. (γ1 + γ2) ∘ γ3 = γ1 ∘ γ3 + γ2 ∘ γ3, 

A13. γ1 ∘ (γ2 + γ3) = γ1 ∘ γ2 + γ1 ∘ γ3, 
A14. γ1 • (γ2 + γ3) = γ1 • γ2 + γ1 • γ3. 
 

Сформулируем основные аксиомы, необхо-

димые для построения синхронной компози-

ции двух систем рекурсивных уравнений: 
S1. φ1 ⊗ φ2 = φ1, если φ1 ⊆ φ2, 

  φ2, если φ2 ⊆ φ1, 
⊥ в противном случае. 

S2. φ ⊗ ⊥ = ⊥, 

S3. μ ∘ ⊥ = ⊥∘ μ = ⊥, 

S4. φ ⊗ ∆ = φ, 

S5. (φ1 ∘ μ1) ⊗ (φ2 ∘ μ2) = (φ1 ⊗ φ2) ∘ (μ1 ⊗ μ2), 

S6. (φ1 ∘ μ1 + φ2 ∘ μ2) ⊗ (φ3 • μ3) =  

{(φ1⊗φ3) ∘ (μ1⊗μ3), (φ2⊗φ3) ∘ (μ2⊗μ3)}, 

S7. (φ1 ∘ μ1 + φ2 ∘ μ2) ⊗ (φ3 ∘ μ3) =  

(φ1⊗φ3) ∘ (μ1⊗μ3) + (φ2⊗φ3) ∘ (μ2⊗μ3), 

S8. {φ1 ∘ μ1, φ1 ∘ μ2} = φ1 ∘ {μ1, μ2}, 

S9. {μ1, μ2} = {μ2, μ1}, 

S10. {μ, ⊥} = ⊥, 
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S11. (φ1 ∘ μ1) ⊗ (φ2 ∘ (μ2 + μ3)) =  

(φ1⊗φ2) ∘ (μ1⊗μ2 + μ1⊗μ3), 

S12. (φ1 ∘ μ1) ⊗ (φ2 • (μ2 + μ3)) =  

(φ1⊗φ2) ∘ (μ1⊗μ2 + μ1⊗μ3), 

S13. {μ1, μ2 + μ3} = {μ1, μ2} + {μ1, μ3}, 

S14.  ∆ ∘ ⊥ = ⊥. 

В записи вида {μ1, μ2} фигурные скобки 

означают связанное продолжение, что эквива-

лентно выполнению формулы μ1 & μ2, то есть 

связанное продолжение выполняется тогда и 

только тогда, когда выполняется каждое про-

должение, входящее в его состав. 

 

Верификация CTL-свойств  

с помощью RTL 

 

Поскольку верификация LTL-свойств была 

подробно рассмотрена в работе [9], данная  

статья посвящена лишь верификации CTL-

свойств, заданных с помощью RTL-нотации. 

Применение предложенного метода наглядно и 

всесторонне демонстрируется на типовых при-

мерах задания верифицируемых свойств для 

систем небольших размеров, что является стан-

дартным и общепринятым способом иллюстра-

ции возможностей метода. 

С помощью вышеописанных аксиом на базе 

RTL рассмотрим пример, представленный в [1] 

(см. рисунок). 

В RTL-нотации данная модель M примет 

следующий вид: 
S0 = {} ∘ (S1 + S3), 

S1 = p ∘ S4, 
S2 = p ∘ (S1 + S3), 

S3 = p ∘ (S0 + S5), 

S4 = {p, q} ∘ (S0 + S3 + S5), 

S5 = {p, r} ∘ S2. 

В качестве верифицируемого свойства исполь-

зуем CTL-свойство Φ = E((EX⌉p) U AF(q ∨ r)). 

Выполним преобразование свойства Φ к 

RTL-виду: 
Φ0 = E(Φ1 U Φ2) = Φ2 + Φ1 ∘ Φ0, 

Φ1 = EX⌉p = △ ∘ ⌉p, 

Φ2 = AF(q ∨ r) = (q + r) + △ • Φ2 

⇔ 

Φ0 = (q + r) + △ • Φ2 + △ ∘ ⌉p ∘ Φ0 

⇔ 

F0 = (q + r) + △ • F1 + △ ∘ F2, 

F1 = (q + r) + △ • F1, 

F2 = ⌉p ∘ F0. 

Введем еще одно состояние, чтобы модель 

верифицирующего свойства описывала реаги-

рующую систему, которое и станет допускаю-

щим состоянием (выделено жирным шриф-

том): 
F0 = (q + r) • F3 + △ • F1 + △ ∘ F2, 

F1 = (q + r) • F3 + △ • F1, 

F2 = ⌉p ∘ F0, 

F3 = △ ∘ F3. 

Переход в состояние F3 задан оператором 

«•», то есть должен выполняться для всех пу-

тей, поскольку данное состояние наступает 

только после выполнения AF(q ∨ r). Иными 

словами, только если все переходы состояния 

модели помечены q или r, можно выполнить 

переход в F3. 

Правило выполнимости формулы Φ на мо-

дели M: Φ выполняется на M тогда и только то-

гда, когда из начального состояния синхронной 

композиции M⊗Φ существует хотя бы одна 

нетерминальная ветвь, ведущая в одно из ее до-

пускающих состояний. 

Выполним построение синхронной компо-

зиции M⊗Φ. 

В дальнейшем для краткости будем обозна-

чать синхронную композицию (Si⊗Fj) через 

Ci,j. Допускающими состояниями композиции 

являются состояния, которые содержат допус-

кающие состояния верифицирующего свой-

ства (выделено жирным шрифтом). Поскольку 

попадание в состояние Ci,3 (i = 05) порождает 

лишь переходы в состояния Cj,3 (j = 05), все 

соответствующие уравнения могут быть сразу 

же заменены на одно Ce = △ ∘Ce и при появле-

нии в правой части уравнений состояний Ci,3 их 

можно сразу заменять на Ce. Получим следую-

щую цепочку равенств: 
С0,0 = S0⊗F0 =  

[{} ∘ (S1 + S3)] ⊗ [(q + r) • F3 + △ • F1 + △ ∘ F2] = 

{} ∘ (S1 + S3)] ⊗ [(q + r) • F3] + [{} ∘ (S1 + S3)] ⊗ 

[△ • F1] + [{} ∘ (S1 + S3)] ⊗ [△ ∘ F2] = 

[⊥ ∘ {S1⊗F3, S3⊗F3}] + [{} ⊗ △ ∘  
{S1⊗F1, S3⊗F1}] + [{} ⊗ △ ∘ (S1⊗F2 + S3⊗F2)] = 

{} ∘ {C1,1, C3,1} + {} ∘ (C1,2 + C3,2), 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Верифицируемая модель M на базе  

структуры Крипке 
 

Verifiable model M based on the Kripke structure 
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C1,1 = S1⊗F1 =  

[p ∘ S4] ⊗ [(q + r) • F3 + △ • F1] = 

[p ∘ S4] ⊗ [(q + r) • F3] + [p ∘ S4] ⊗ [△ • F1] = 

[⊥ ∘ S4⊗F3] + [p ⊗ △∘ S4⊗F1] = p ∘ {C4,1}, 

C3,1 = S3⊗F1 = 

[p ∘ (S0 + S5)] ⊗ [(q + r) • F3 + △ • F1] = 

[p ∘ (S0 + S5)] ⊗ [(q + r) • F3] + [p ∘ (S0 + S5)] ⊗ 
[△ • F1] = [⊥ ∘ {S0⊗F3, S5⊗F3}] + 

[p ∘ {S0⊗F1, S5⊗F1}] = p ∘ {C0,1, C5,1}, 

C1,2 = S1⊗F2 = [p ∘ S4] ⊗ [⌉p ∘ F1] = ⊥, 

C3,2 = S3⊗F2 = [p ∘ (S0 + S5)] ⊗ [⌉p ∘ F1] = ⊥, 

C4,1 = S4⊗F1 = 

[{p, q} ∘ (S0 + S3 + S5)] ⊗ [(q + r) • F3 + △ • F1] = 

[{p, q} ∘ (S0 + S3 + S5)] ⊗ [(q + r) • F3] +  

[{p, q} ∘ (S0 + S3 + S5)] ⊗ [△ • F1] = 

[q ∘ {S0⊗F3, S3⊗F3, S5⊗F3}] +  

[{p, q} ∘ {S0⊗F1, S3⊗F1, S5⊗F1}] = 

q ∘ {C0,3, C3,3, C5,3} + {p, q} ∘ {C0,1, C3,1, C5,1} = 

q ∘ {Ce} + {p, q} ∘ {C0,1, C3,1, C5,1}, 

C0,1 = S0⊗F1 =  

[{} ∘ (S1 + S3)] ⊗ [(q + r) • F3 + △ • F1] = 

[{} ∘ (S1 + S3)] ⊗ [(q + r) • F3] +  

[{} ∘ (S1 + S3)] ⊗ [△ • F1] = 

[⊥ ∘ {S1⊗F3, S3⊗F3}] + [{} ∘ {S1⊗F1, S3⊗F1}] = 

{} ∘ {C1,1, C3,1}, 

C5,1 = S5⊗F1 = 

[{p, r} ∘ S2] ⊗ [(q + r) • F3 + △ • F1] = 

[{p, r} ∘ S2] ⊗ [(q + r) • F3] + [{p, r} ∘ S2] ⊗ [△ • F1] = 

[r ∘ S2⊗F3] + [{p, r} ∘ S2⊗F1] = 

r ∘ C2,3 + {p, r} ∘ C2,1 = r ∘ Ce + {p, r} ∘ C2,1, 

C2,1 = S2⊗F1 =  

[p ∘ (S1 + S3)] ⊗ [(q + r) • F3 + △ • F1] = 

[p ∘ (S1 + S3)] ⊗ [(q + r) • F3] + [p ∘ (S1 + S3)] ⊗ 
[△ • F1] = 

[⊥ ∘ {S1⊗F3, S3⊗F3}] + [p ∘ {S1⊗F1, S3⊗F1}] = 

p ∘ {C1,1, C3,1}, 

Ce = △ ∘ Ce. 
 

После исключения из композиции терми-

нальных ветвей, ведущих в состояния C12 и C32, 

синхронная композиция примет вид 
С0,0 = {} ∘ {C1,1, C3,1}, 

C1,1 = p ∘ {C4,1}, 

C3,1 = p ∘ {C0,1, C5,1}, 

C4,,1 = q ∘ Ce + {p, q} ∘ {C0,1, C3,1, C5,1}, 

C0,1 = {} ∘ {C1,1, C3,1}, 

C5,1 = r ∘ Ce + {p, r} ∘ C2,1, 

C2,1 = p ∘ {C1,1, C3,1}, 

Ce = △ ∘ Ce. 

 
Алгоритм маркировки состояний  

синхронной композиции 

 
С помощью алгоритма маркировки состоя-

ний проверим выполнимость Φ на M.  

Шаг 1. Пометим маркером F все допускаю- 

щие состояния композиции: F: Ce. 

Шаг 2. Далее в цикле будем добавлять к ним 

те состояния, из которых есть переходы в уже 

помеченные состояния:  

F: Ce, C4,1, C5,1, так как в Ce есть переходы из 

C4,1, C5,1; 

F: Ce, C4,1, C5,1, С1,1, так как из С1,1 есть пере-

ход в уже помеченное состояние C4,1. 

Больше никакие состояния не могут быть 

помечены. В частности, состояние C3,1 нельзя 

отметить маркером F, поскольку оно содержит 

связанное продолжение {C0,1, C5,1}, а С0,1 не 

было отмечено F. 

Так как начальное состояние С0,0 не было 

помечено F, допускающее состояние из него 

недостижимо. А это означает невыполнение Φ 

на M, что совпадает с результатами, представ-

ленными в работе [2]. 

 

Проверка альтернативного свойства 

 

Для этого же примера проверим выполни-

мость другого свойства Φ' = E((EX⌉p) U EF(q ∨  

∨ r)), которое, согласно представленному в ра-

боте [2] алгоритму верификации, будет выпол-

няться на модели M. 

Преобразуем свойство Φ' к RTL-виду: 
Φ'0 = E(Φ'1 U Φ'2) = Φ'2 + Φ'1 ∘ Φ'0, 

Φ'1 = EX⌉p = △ ∘ ⌉p, 

Φ'2 = EF(q ∨ r) = (q + r) + △ ∘ Φ'2 

⇔ 

Φ'0 = [(q + r) + △ ∘ Φ'2] + △ ∘ ⌉p ∘ Φ'0 

⇔ 

F0 = [(q + r) + △ ∘ F1] + △ ∘ F2, 

F1 = (q + r) + △ ∘ F1, 

F2 = ⌉p ∘ F0. 

Чтобы модель верифицирующего свойства 

описывала реагирующую систему, введем еще 

одно состояние, которое и станет допускаю-

щим (выделено жирным шрифтом): 
F0 = (q + r) ∘ F3 + △ ∘ (F1 + F2), 

F1 = (q + r) ∘ F3 + △ ∘ F1, 

F2 = ⌉p ∘ F0, 

F3 = △ ∘ F3. 

Поскольку F3 наступает только после вы-

полнения EF(q ∨ r), переход в это состояние за-

дается оператором «∘». Необходимо, чтобы 

хотя бы один переход состояния модели был 

помечен q или r. 

Выполним построение синхронной компо-

зиции M⊗Φ'. 

В дальнейшем для краткости будем обозна-

чать синхронную композицию (Si⊗Fj) через 

Cij, а (Si⊗F3) через Ce: 
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С0,0 = {} ∘ (C1,1 + C3,1), 

C1,1 = p ∘ C4,1, 

C3,1 = p ∘ (C0,1 + C5,1), 

C4,1 = q ∘ Ce + {p, q} ∘ (C0,1 + C3,1 + C5,1), 

C0,1 = {} ∘ (C1,1 + C3,1), 

C5,1 = r ∘ Ce + {p, r} ∘ C2,1, 

C2,1 = p ∘ (C1,1 + C3,1), 

Ce = △ ∘ Ce. 

Рассмотрим по шагам работу алгоритма 

маркировки: 
1. F: Ce, 

2. F: Ce, C4,1, C5,1, 

3. F: Ce, C4,1, C5,1, C1,1, C3,1, 

4. F: Ce, C4,1, C5,1, C1,1, C3,1, С0,0, C0,1, С2,1. 

Состояние С0,0 входит во множество поме-

ченных F, следовательно, Φ' выполняется на M, 

что совпадает с результатами, которые можно 

получить, используя алгоритм проверки, при-

веденный в работе [2]. 

 
Задача о козе, капусте и волке 

 
Условия задачи. Лодочнику необходимо 

перевезти с левого берега на правый трех пас-

сажиров: волка, козу и капусту. В любой мо-

мент времени лодочник может перевозить 

только одного пассажира. Главным условием 

задачи является то, что лодочнику нельзя 

оставлять без присмотра козу с капустой и 

волка с козой на любом из берегов, поскольку 

капуста и коза могут быть съедены. 

Решение. Введем следующие обозначения: 

b – лодочник (boatman), w – волк (wolf), g – коза 

(goat) и c – капуста (cabbage). Запись вида ⌉x 

будет означать нахождение соответствующего 

субъекта на левом берегу, а запись x – на пра-

вом берегу, где x ∈ {b, w, g, c}. Таким образом, 

возможны 16 различных состояний. 

Начальным состоянием S0 является состоя-

ние {⌉b, ⌉g, ⌉w, ⌉c}, когда все находятся на ле-

вом берегу, а заключительным состоянием  

S15 – {b, g, w, c}, когда все находятся на правом 

берегу. 

Вначале на базе RTL-нотации построим мо-

дель Μ, описывающую все возможные вари-

анты развития событий для поставленной за-

дачи, включая те, которые противоречат ее 

главному условию. При появлении новых со-

стояний будем записывать их в левой колонке: 
S0 = {} ◦ S1, 

{⌉b, ⌉g, ⌉w, ⌉c}: S1 = {b, g} ◦ S2 + {b, w} ◦ S3 + {b, c} ◦ S4 + {b} ◦ S5, 

{b, g, ⌉w, ⌉c}: S2 = {g} ◦ S6 + {} ◦ S1, 

{b, ⌉g, w, ⌉c}: S3 = {w} ◦ S7 + {} ◦ S1, 

{b, ⌉g, ⌉w, c}: S4 = {c} ◦ S8 + {} ◦ S1, 

{b, ⌉g, ⌉w, ⌉c}: S5 = {} ◦ S1, 
{⌉b, g, ⌉w, ⌉c}: S6 = {b, g, w} ◦ S9 + {b, g, c} ◦ S10 + {b, g} ◦ S2, 

{⌉b, ⌉g, w, ⌉c}: S7 = {b, g, w} ◦ S9 + {b, w, c} ◦ S11 + {b, w} ◦ S3, 

{⌉b, ⌉g, ⌉w, c}: S8 = {b, g, c} ◦ S10 + {b, w, c} ◦ S11 + {b, c} ◦ S4, 

{b, g, w, ⌉c}: S9 = {w} ◦ S7 + {g} ◦ S6 + {g, w} ◦ S12, 

{b, g, ⌉w, c}: S10 = {c} ◦ S8 + {g} ◦ S6 + {g, c} ◦ S13, 

{b, ⌉g, w, c}: S11 = {c} ◦ S8 + {w} ◦ S7 + {w, c} ◦ S14, 

{⌉b, g, w, ⌉c}: S12 = {b, g, w, c} ◦ S15 + {b, g, w} ◦ S9, 

{⌉b, g, ⌉w, c}: S13 = {b, g, w, c} ◦ S15 + {b, g, c} ◦ S10, 

{⌉b, ⌉g, w, c}: S14 = {b, g, w, c} ◦ S15 + {b, w, c} ◦ S11, 

{b,  g,  w,  c}:  S15 = {w, c} ◦ S14 + {g, c} ◦ S13 + {g, w} ◦ S12 + {g, w, c} ◦ S16, 
{⌉b, g, w, c}: S16 = {b, g, w, c} ◦ S15. 

Выполним проверку CTL-свойства Φ, це-

лью которого является доказательство того, 

что задача не имеет решения: 

Φ = A⌉[(g ≡ c ∨ g ≡ w) → (g ≡ b) U (b ∧ g ∧ w ∧ c)]. 

«Среди всех возможных путей не суще-

ствует такого, на котором все переправятся на 

правый берег при условии, что, когда коза 

находится на одном берегу с капустой или вол-

ком, рядом с ней находится лодочник». 

Преобразуем условие Φ, воспользовавшись 

следующим правилом: ⌉(φ1Uφ2) = ⌉φ1R⌉φ2, 
Φ = A[(g ≡ c ∨ g ≡ w) ∧ ⌉(g ≡ b) R (⌉b ∨ ⌉g ∨ ⌉w ∨ ⌉c)]. 

Получим рекурсивное определение опера-

тора R через оператор U: 
⌉(φ1Uφ2) = ⌉(φ2 ∨ φ1 ∧ X(φ1Uφ2)) ≡  

⌉(φ1Uφ2) = ⌉φ2 ∧ (⌉φ1 ∨ X⌉(φ1Uφ2)) ≡ 

⌉(φ1Uφ2) = ⌉φ2 ∧ ⌉φ1 ∨ ⌉φ2 ∧ X⌉(φ1Uφ2). 

φ1Rφ2 = φ2 ∧ φ1 ∨ φ2 ∧ X(φ1Rφ2). 

В RTL-нотации данный оператор задается 

следующим образом: F = {φ1, φ2} + φ2 ◦ F. 

Выполним преобразование свойства Φ к 

RTL-виду: 
Φ = A(α R β) = {α, β} + β • Φ0, 

α = (g ≡ c ∨ g ≡ w) ∧ ⌉(g ≡ b) = (g ≡ c ∨ g ≡ w) ∧  

(g ≡ ⌉b) = (g ≡ c ≡ ⌉b) + (g ≡ w ≡ ⌉b), 

β = ⌉b + ⌉g + ⌉w + ⌉c. 
Чтобы модель верифицирующего свойства 

описывала реагирующую систему, введем до-

пускающее состояние F1 (выделено жирным 

шрифтом): 
F0 = {α, β} • F1 + β • F0, 

F1 = △ ◦ F1. 

Переход в F1 задается оператором «•», по-

скольку свойство считается выполненным 

лишь при его выполнении по всем возможным 

путям. 

Замечание. Такой же результат получим, 

если осуществим непосредственный переход 

от выражения ⌉(φ1Uφ2) к RTL-виду. 

Выполним построение синхронной компо-

зиции M⊗Φ. 

В дальнейшем для краткости будем обозна-

чать синхронную композицию (Si⊗Fj) через 

Ci,j.  

Допускающими состояниями композиции 

являются те, которые содержат допускающие 

состояния верифицирующего свойства. По- 
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скольку попадание в состояние Ci,1 (i = 05) по- 

рождает лишь переходы в состояния Cj,1  

(j = 05), все соответствующие уравнения мо-

гут быть сразу же заменены на одно уравнение 

Ce = △ ∘Ce и при появлении в правой части 

уравнений состояний Ci,1 их можно сразу заме-

нять на Ce : 

C0,0 = {} ◦ C1,0, 

C1,0 = {⊥ ◦ Ce, {b, w} ◦ Ce, {b, c} ◦ Ce, b ◦ Ce} +  

{{b, g} ◦ C2,0, {b, w} ◦ C3,0, {b, c} ◦ C4,0, b ◦ C5,0}, 

C2,0 = {g ◦ C6,0, {} ◦ C1,0}, 

C3,0 = {w ◦ C7,0, {} ◦ C1,0}, 

C4,0 = {c ◦ C8,0, {} ◦ C1,0}, 

C5,0 = {} ◦ C1,0, 

C6,0 = {{b, g, w} ◦ C9,0, {b, g, c} ◦ C10,0,{b, g} ◦ C2,0}, 

C7,0 = {⊥ ◦ Ce, ⊥ ◦ Ce, {b, w} ◦ Ce} +  

{{b, g, w} ◦ C9,0, {b, w, c} ◦ C11,0, {b, w} ◦ C3,0}, 

C8,0 = {⊥ ◦ Ce, ⊥ ◦ Ce, {b, c} ◦ Ce} +  

{{b, g, c} ◦ C10,0, {b, w, c} ◦ C11,0, {b, c} ◦ C4,0}, 

C9,0 = {⊥ ◦ Ce, ⊥ ◦ Ce, {g, w} ◦ Ce} +  

{{w} ◦ C7,0, {g} ◦ C6,0, {g, w} ◦ C12,0}, 

C10,0 = {⊥ ◦ Ce, ⊥ ◦ Ce, {g, c} ◦ Ce} +  

{{c} ◦ C8,0, {g} ◦ C6,0, {g, c} ◦ C13,0}, 

C11,0 = {{c} ◦ C8,0, {w} ◦ C7,0, {w, c} ◦ C14,0}, 

C12,0 = {⊥ ◦ C15,0, {b, g, w} ◦ C9,0}, 

C13,0 = {⊥ ◦ C15,0, {b, g, c} ◦ C10,0}, 

C14,0 = {⊥ ◦ C15,0, {b, w, c} ◦ C11,0}, 

C15,0 = {⊥ ◦ Ce, {g, c} ◦ Ce, {g, w} ◦ Ce, {g, w, c} ◦  

Ce} + {{w, c} ◦ C14,0, {g, c} ◦ C13,0, {g, w} ◦  

C12,0, {g, w, c} ◦ C16,0}, 

C16,0 = ⊥, 

Ce = △ ∘Ce. 

После исключения всех терминальных  

ветвей синхронная композиция примет вид  

C0,0 = ⊥, откуда следует тривиальное решение 

о невыполнимости Φ на Μ. 

 

Проверка  

альтернативного свойства 

 

Пусть теперь Φ' = E[(g ≡ c ∨ g ≡ w) → (g ≡ b) 

U (b ∧ g ∧ w ∧ c)] – «Среди всех возможных 

путей существует хотя бы один такой, на кото-

ром все переправятся на правый берег при 

условии, что, когда коза находится на одном 

берегу с капустой или волком, то рядом с ней 

находится лодочник». 

Выполним преобразование свойства Φ' к 

RTL-виду: 
Φ' = E(α U β) = β + α ◦ Φ', 

α = (g ≡ c ∨ g ≡ w) → (g ≡ b) = (g ≡ ⌉c ∧ g ≡  

⌉w) ∨ (g ≡ b) = {g ≡ ⌉c ≡ ⌉w} + (g ≡ b), 

β = (b ∧ g ∧ w ∧ c) = {b, g, w, c}. 

Введем еще одно состояние, чтобы модель 

верифицирующего свойства описывала реаги- 

рующую систему, которое и станет допускаю- 

щим состоянием (выделено жирным шриф- 

том): 
F0 = β ◦ F1 + α ◦ F0, 

F1 = △ ◦ F1. 

Переход в F1 задается оператором «◦», по-

скольку верифицирующее свойство выполня-

ется для некоторого состояния модели M тогда 

и только тогда, когда β выполнится хотя бы для 

одного из его переходов. 

Выполним построение синхронной компо-

зиции M⊗Φ' с учетом принятых обозначений: 

C0,0 = {} ◦ C1,0, 

C1,0 = {b, g} ◦ С2,0, 

C2,0 = {g} ◦ C6,0 + {} ◦ C1,0, 

C6,0 = {b, g, w} ◦ C9,0 + {b, g, c} ◦ C10,0 + {b, g} ◦ C2,0, 

C9,0 = {w} ◦ C7,0 + {g} ◦ C6,0, 

C10,0 = {c} ◦ C8,0 + {g} ◦ C6,0, 

C7,0 = {b, g, w} ◦ C9,0 + {b, w, c} ◦ C11,0, 

C8,0 = {b, g, c} ◦ C10,0 + {b, w, c} ◦ C11,0, 

C11,0 = {c} ◦ C8,0 + {w} ◦ C7,0 + {w, c} ◦ C14,0, 

C14,0 = {b, g, w, c} ◦ Ce + {b, w, c} ◦ C11,0, 

Ce = △ ∘Ce. 

Применив алгоритм маркировки, получим 

следующий результат: 
1. F: Ce, 

2. F: Ce, C14,0, 

3. F: Ce, C14,0, C11,0, 

4. F: Ce, C14,0, C11, C7,0, C8,0, 

5. F: Ce, C14,0, C11, C7,0, C8,0, C9,0, C10,0, 

6. F: Ce, C14,0, C11, C7,0, C8,0, C9,0, C10,0, C6,0, 

7. F: Ce, C14,0, C11, C7,0, C8,0, C9,0, C10,0, C6,0, C2,0, 

8. F: Ce, C14,0, C11, C7,0, C8,0, C9,0, C10,0, C6,0, C2,0, C1,0, 

9. F: Ce, C14,0, C11, C7,0, C8,0, C9,0, C10,0, C6,0, C2,0, C1,0, 

C0,0. 

Состояние С0,0 входит во множество состо-

яний, помеченных F, следовательно, Φ' выпол-

няется на M. Так, взяв все возможные пути пе-

реходов из конечного состояния в начальное 

(не проходящими несколько раз через одно и то 

же состояние), получим все возможные реше-

ния данной задачи: 
C0,0 → C1,0 → C2,0 → C6,0 → C9,0 → C7,0 →  

C11,0 → C14,0 → Ce, 
C0,0 → C1,0 → C2,0 → C6,0 → C10,0 → C8,0 →  

C11,0 → C14,0 → Ce. 

Обозначая положительными значениями 

предикатов факт переезда соответствующих 

субъектов на правый берег, а отрицательными 

значениями предикатов – факт переезда на ле-

вый берег, получим следующие последователь-

ности действий, являющиеся решениями за-

дачи:  
bg ⇒ ⌉b ⇒ bw ⇒ ⌉b⌉g ⇒ bc ⇒ ⌉b ⇒ bg, 

bg ⇒ ⌉b ⇒ bc ⇒ ⌉b⌉g ⇒ bw ⇒ ⌉b ⇒ bg. 
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Оценка сложности 

 
Верификация данным методом включает в 

себя два отдельных алгоритма: 

– алгоритм построения синхронной компо-

зиции, 

– алгоритм маркировки состояний. 

Для оценки сложности метода в целом 

нужно оценить сложность каждого из алгорит-

мов отдельно. Произведем вначале оценку 

сложности алгоритма построения синхронной 

композиции. Обозначим через m число уравне-

ний (состояний) верифицируемой модели, че-

рез p – число уравнений верифицирующего 

свойства, через n – максимальное число пере-

ходов любого из уравнений верифицируемой 

модели, а через t – максимальное число перехо-

дов любого из уравнений верифицирующего 

свойства. Оценка сложности алгоритма син-

хрокомпозиции в таком случае может быть за-

дана выражением O(mpnt). 
Оценим сложность алгоритма маркировки 

состояний. Поскольку общее число операций 

данного алгоритма зависит от максимального 

числа состояний синхрокомпозиции и не мо-

жет превысить это значение, оценка сложности 

есть O(mp).  

Таким образом, суммарная сложность вери-

фикации данным методом составляет O(mpnt +  

+ mp) ≡ O(mp(nt + 1)) ≌ O(mpnt). Проанализи-

руем, как именно следует понимать данную 

оценку. Положим m ~ p и n ~ t. Это означает, 

что размеры верифицируемой модели и вери-

фицирующего свойства изменяются пропорци-

онально. В этом случае оценка примет вид 

O(m2n2). На первый взгляд, может показаться, 

что в таком виде оценка способна стать серьез-

ной преградой на пути верификации моделей 

больших систем. Однако при верификации 

больших систем размеры верифицирующих 

свойств, как правило, остаются крайне неболь-

шими (не сопоставимыми с размерами прове-

ряемых моделей), а следовательно, в таком 

виде оценка может быть применена лишь для 

систем небольших размеров. Принимая во вни-

мание тот факт, что для больших систем m ≫ p 

и n ≫ t, оценка примет вид O(Cmn) ≌ O(mn), 

где C = pt есть константа, обозначающая пре-

дельное значение произведения переменных  

p и t. Таким образом, оценка сложности вери-

фикации данным методом напрямую зависит 

от условий взаимосвязей переменных m, p, n  

и t между собой. В таблице 2 представлены раз- 

личные вариации данной оценки для различ-

ных условий. 

Таблица 2 

Вариации оценки сложности метода  

верификации CTL-свойств на базе  

RTL-нотации  

Table 2 

Variations in assessing the complexity  

of the CTL properties verification method  

based on RTL notation 
 

Вариа-

ция 

Усло-

вие 

Описание 

O(m2n2) m ~ p,  

n ~ t 

Число состояний и переходов 

верифицируемой модели и 

верифицирующего свойства 

изменяется пропорционально. 

Данная оценка применима 

для моделей систем неболь-

ших размеров 

O(mn) m ≫ p, 

n ≫ t 
Число состояний и переходов 

верифицируемой модели зна-

чительно превосходит число 

состояний и переходов вери-

фицирующего свойства. Дан-

ная оценка применима для 

моделей систем больших раз-

меров 

O(m) m ≫ p, 

n ≫ t, 
m ~ n 

Число состояний и переходов 

верифицируемой модели зна-

чительно превосходит число 

состояний и переходов вери-

фицирующего свойства, при 

этом число переходов модели 

изменяется пропорционально 

числу ее состояний. Данная 

оценка применима для моде-

лей систем очень больших 

размеров 

 

Заключение 

 

Представленные в статье результаты в пол-

ной мере подтверждают идею авторов о воз-

можности использования RTL-нотации в каче-

стве средства для верификации CTL-свойств. 

Более того, несмотря на кажущуюся громозд-

кость приведенных в статье примеров, выпол-

ненная оценка сложности метода подтвер-

ждает возможность его использования для ве-

рификации систем больших размеров.  

Так, обновленное в данной статье синтакси-

ческое определение нотации позволило проще, 

понятнее и единообразно задавать выражения 

обеих логик: LTL и CTL, а описанные аксиомы 

построения синхронной композиции дают воз-

можность легко осуществлять проверку их вы-

полнимости относительно произвольных моде-

лей систем, также заданных с помощью RTL. 
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Алгоритм маркировки дополнил процесс вери-

фикации свойств логики ветвящегося времени, 

упростив и формализовав этап анализа синхро-

композиции. 

Таким образом, к настоящему времени ав-

торам удалось разработать нотацию, которая 

обладает всеми необходимыми средствами и 

методами для выполнения полного цикла вери-

фикации, начиная от построения моделей си-

стем, заканчивая проверкой выполнимости 

свойств на этих моделях, единообразно для ло-

гик линейного и ветвящегося времени. Благо-

даря этим возможностям RTL-нотация явля-

ется более гибким и мощным инструментом, 

чем каждая из двух логик в отдельности. 

Представленные в статье результаты под-

тверждают идею о возможности унифициро-

ванного представления формул темпоральных 

логик LTL и CTL для анализа свойств моделей 

систем. 
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Abstract. The paper proposes and examines the RTL notation based on systems of recursive equations and 

standard Linear Temporal Logic (LTL) semantic definitions and the Computational Tree Logic (CTL). When 

this notation was still called RLTL, the previous works of the authors showed that it enables easy formulation 

and verifying of LTL properties with respect to system models, even with those that are also specified using 

the RLTL notation. Then the authors expanded the capabilities of the RLTL notation, so it has become possible 

to formulate LTL and CTL expressions. Therefore, the first version of the RTL notation was created.  
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This article presents the second version of the RTL, which was the result of refinement and simplification 

of notation semantic definitions, which allowed increasing the visibility and readability of its expressions. 

The purpose of the article is to demonstrate the possibility of using the RTL notation as a tool to formulate 

and verify properties defined by formulas of both LTL and CTL logics using common axioms and rules. This 

lets RTL to become a single and universal notation for these logics. At the same time, it is possible for RTL to 

include expressiveness of other temporal logics too by minor additions to its basic definitions. It means that in 

future it is possible for RTL to become a full-fledged universal temporal logic that has all of the necessary tools 

and means for implementing all stages of verification. 

Keywords: verification, Model Checking, equational characteristic of RTL, temporal logic formulas, LTL, 

CTL, recursive equation systems. 
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