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Аннотация. В работе представлены результаты исследования эффективности параллельного приложения для ре-

шения задачи квадратичного назначения. Приложение использует алгоритм полного перебора и интерфейс пере-

дачи сообщений (MPI) для организации взаимодействия процессов в распределенной вычислительной среде. Для 

генерации вариантов решений использован метод лексикографической перестановки, который хорошо распарал-

леливается и обеспечивает балансировку нагрузки узлов. Для расширения диапазона использования алгоритма пе-

ребора на оптимизационные задачи большой размерности пространство поиска решений разбивается на части, что 

позволяет существенно сократить число рассматриваемых вариантов. Эксперименты проводились в распределен-

ной среде, содержащей 50 узлов с процессорами Intel ® Core™ i5 7-го поколения. Параллельное приложение при 

решении задачи большой размерности (n = 24) продемонстрировало достижимость ускорения вычислений в диа-

пазоне от 99 до 95 % от максимально возможного, причем во всех случаях было найдено точное решение. Это 

подтверждает корректность методов, использованных для распределения нагрузки и снижения вычислительной 

сложности задач. Дальнейшая работа будет направлена на исследование возможности применения предлагаемых 

подходов при реализации алгоритма перебора и в виде гибридных приложений, что актуально для гетерогенных 

вычислительных сред. Поскольку задача квадратичного назначения относится к задачам дискретной оптимизации, 

полученные результаты дают основание считать, что предлагаемые решения будут эффективными и для других 

задач этого класса. 
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Введение. Люди постоянно сталкиваются с 

задачами комбинаторной оптимизации, даже не 

осознавая этого. Большинство систем управле-
ния основано на том, что оператор или автомат 

формирует оптимальное воздействие, выбирая 

его из некоторого конечного набора возмож- 

ных решений. Задачи дискретной оптимизации 
находят широкое применение и в системах авто-

матизированного проектирования. 

В данной статье рассмотрены особенности 

решения в параллельной среде одной из таких 

задач – задачи квадратичного назначения (QAP, 
Quadratic Assignment Problem), которая явля-

ется характерным представителем этого клас- 

са. Она относится к NP-сложным, требующим 

значительных вычислительных ресурсов. При-
мерами проблем, формализуемых в виде за-

дачи квадратичного назначения, являются за-

дачи расстановки машин в обрабатывающих 

центрах, размещения библиотечных элементов 

в матричных БИС и микросхем на коммутаци-
онных платах [1].  

Универсальным подходом к решению задач 

дискретной оптимизации, в частности, и QAP, 

является алгоритм полного перебора вариантов 

(BFA, Brute Force Algorithm). Алгоритм BFA 

методично исследует пространство поиска ре-

шений, оценивая все возможные варианты для 

нахождения точного решения задачи [2]. При 

этом для перебора вариантов часто используют 

методы перестановок. 

Из-за высокой вычислительной сложности 

задачи комбинаторной оптимизации, основан-

ные на перестановках, реализуются в распреде-

ленных вычислительных средах [3]. Переста-

новки позволяют проводить поиск наилучшего 

расположения элементов в задачах, где важны 

порядок и неповторяемость элементов вектора 

решения. Методы перестановок реализуются и 

в распределенных вычислениях. Для взаимо-

действия узлов вычислителя применяют MPI, 

стандартный коммуникационный протокол, 

обеспечивающий обмен информацией между 

процессорами в распределенной среде [4]. Па-

раллельная реализация BFA позволяет увели-

чить размер решаемых задач и сократить время 

вычислений.  
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Алгоритмические подходы  

к решению QAP 

 

Рассмотрим несколько известных алгорит-

мических подходов к параллельной реализации 

решателей для QAP.  

Последовательные алгоритмы эффективны 

лишь для решения задач небольшой размерно-

сти. Для более крупных точные решения могут 

быть найдены только с использованием мето-

дов параллельных вычислений (OpenMP, MPI, 

Hybrid и CUDA).  

В работе [5] представлена комбинаторная 

оптимизация NP-трудной задачи, приведенной 

к QAP, с помощью двух параллельных моделей 

(embarrassingly parallel algorithm и island parallel 

genetic algorithm) на GPU.  

В статье [6] продемонстрировано решение 

задачи квадратичного назначения с использо-

ванием параллельного гибридного алгоритма. 

Результаты в среднем находятся в пределах 

0,05 % от наилучших решений, приведенных в 

QAPLIB. 

В работе [7] при решении QAP использо-

ваны графические ускорители. Качество реше-

ний, полученных с помощью реализации алго-

ритмов 2-opt и tabu search, находится в преде-

лах 1,03 % и 0,15 % от известных значений. 

Эксперименты дают представление о рабочих 

характеристиках ускоренных QAP-решателей.  

В исследовании [8] представлен алгоритм 

Cooperative Parallel Tabu Search (CPTS) для ре-

шения QAP. В CPTS процессоры обменива-

ются информацией на протяжении всего вы-

полнения алгоритма в отличие от независимых 

стратегий параллельного поиска, которые агре-

гируют данные только в конце выполнения. Ре-

зультаты исследований демонстрируют пре-

имущества параллельных вычислений с точки 

зрения качества решения, вычислительных за-

трат и алгоритмической гибкости. 

В работе [9] представлен параллельный ал-

горитм для решения QAP путем включения 

элементов имитационного отжига в подход ло-

кального поиска, способствующий достиже-

нию оптимальных результатов. Они сравнива-

ются с результатами множества других алго-

ритмов, использующих различные экземпляры 

из набора данных QAPLIB.  

Исследование [10] демонстрирует эффек-

тивность использования процедуры жадного 

случайного адаптивного поиска (GRASP) при 

решении QAP, что в нескольких случаях при-

водит к почти оптимальным результатам или к 

достижению оптимальности. Авторы разрабо- 

тали последовательную программу на языке 

Си, а впоследствии параллельную реализацию 

для эффективного снижения затрат процессор-

ного времени. 

Разработаны и решения задачи QAP с ис-

пользованием перестановок для поиска экстре-

мума целевой функции. В статье [11] представ-

лен параллельный алгоритм для решения QAP 

с помощью многопоточного приложения. Для 

задач размерностью 12 и 14 с помощью пере-

становок проведен исчерпывающий поиск в 

пространстве решений. Предложенным мето-

дом эти перестановки равномерно распределя-

ются между процессорными ядрами, что позво-

ляет сократить время параллельного выполне-

ния за счет использования шести потоков. 

В данной работе исследования направлены 

на оценку возможности использования резуль-

татов, полученных для многопоточных прило-

жений при решении задач комбинаторной оп-

тимизации, на случай распределенных систем, 

применяющих MPI. 

Простейший способ распараллеливания ре-

шения проблемы заключается в распределении 

набора перестановок по различным вычисли-

тельным узлам в распределенной вычислитель-

ной среде. При этом узлы независимо выполняют 

вычисления целевой функции для локальных пе-

рестановок. Такая стратегия распараллелива-

ния побуждает каждый узел искать свое опти-

мальное локальное решение. По завершении 

вычислений на всех узлах выбирается наилуч-

шее решение из всех локальных, которое и бу-

дет глобальным экстремумом. 

 

Особенности реализации  

параллельных вычислений для QAP 

 

Для решения задач QAP большого размера, 

требующих значительных вычислительных ре-

сурсов, часто применяют методы параллель-

ных вычислений. Такие вычисления могут по-

мочь ускорить процесс решения за счет распре-

деления рабочей нагрузки между несколькими 

процессорами или узлами, тем самым исполь-

зуя возможности современных высокопроизво-

дительных вычислительных систем. Известны 

несколько подходов к организации параллель-

ных вычислений, которые могут быть приме-

нены и для QAP.  

Параллельный локальный поиск. Многие эв-

ристические алгоритмы, такие как имитиро-

ванный отжиг или генетический алгоритм,  

могут быть распараллелены путем одновре-

менного запуска нескольких экземпляров алго- 
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ритма с различными исходными решениями 

или параметрами [12]. 

Параллельный метод ветвей и границ. Это 

широко используемый метод для нахождения 

точных решений [13]. Распараллеливание по-

строения дерева поиска может привести к зна-

чительному ускорению. Узлы дерева поиска 

могут быть распределены между различными 

процессорами.  

Решатели для целочисленного программи-

рования. Многие коммерческие решатели для 

целочисленного программирования с откры-

тым исходным кодом, такие как CPLEX и 

Gurobi, поддерживают параллельное выполне-

ние [14]. Они могут быть использованы и для 

решения QAP в виде задач смешанного цело-

численного программирования. 

Алгоритм искусственной пчелиной колонии. 

Он может решать оптимизационные задачи, та-

кие как QAP. В статье [15] представлена парал-

лельная версия алгоритма для архитектур с раз-

деляемой памятью. 

Алгоритм перебора. Ориентированный на 

системы с общей памятью, он может быть рас-

параллелен с помощью OpenMP, что особенно 

эффективно для многоядерных процессоров.  

В работе [16] проведено сравнение последова-

тельной и параллельной реализаций данного 

алгоритма с использованием OpenMP для реше-

ния QAP. Показано, что производительность 

многопоточного приложения при запуске на че-

тырехъядерном процессоре в 2,3 раза выше, 

чем последовательного.  

Задачу QAP можно разделить на мелкие 

подзадачи, каждая из них может быть решена 

независимо на разных процессорах с использо-

ванием библиотек передачи сообщений, таких 

как MPI.  

Параллельные гибридные алгоритмы. Они 
объединяют различные методы решения (эври-

стические и точные) в параллельной среде, 

чтобы использовать сильные стороны обоих 

методов. 

Мощные параллельные графические про-

цессоры (GPU) позволяют ускорить определен-

ные вычисления, особенно те, которые связаны 

с матричными операциями, распространен-

ными в алгоритмах QAP [17]. 

Важно отметить, что эффективность парал-

лельных вычислений для QAP зависит от раз-

личных факторов, включая размер задачи, ис-

пользуемый алгоритм, доступное аппаратное 

обеспечение и эффективность методов распа-

раллеливания. Параллельные вычисления мо-

гут обеспечить значительное ускорение и в то 

же время привести к возникновению проблем, 

связанных с балансировкой нагрузки, наклад-

ными расходами на связь и синхронизацией. 

При реализации параллельных алгоритмов для 

QAP следует учитывать множество факторов: 

возможность распараллеливания алгоритма, ар-

хитектуру доступных вычислительных ресур-

сов, балансировку нагрузки узлов для достиже-

ния наилучшей производительности. Далее 

представлены результаты исследования эффек-

тивности многопоточного приложения, реали-

зующего BFA и использующего библиотеку с 

MPI, для решения QAP в распределенной вы-

числительной среде. 

 

Особенности параллельной  

реализации BFA 

 

Алгоритм полного перебора [18] осуществ-

ляет оценку всех возможных перестановок 

объектов, распределяя их в случае параллель-

ной реализации между процессами с помощью 

библиотеки MPI.  

Параллельная реализация BFA для QAP 

включает следующие процедуры. 

Настройка параметров: задается размер-

ность матрицы связности элементов R и мат-

рицы расстояний D. 

Настройка среды и инициализация MPI. 
Генерация перестановок: распределяются 

перестановки между доступными MPI процес-

сами и реализуется метод следующей лексико-
графической перестановки для генерации ва-

риантов решения Р.  

Вычисление целевой функции: каждый про-

цесс вычисляет целевую функцию для всех пе-

рестановок в назначенном ему подмножестве, 

фиксируя текущий рекорд [16]. 

Поиск и сравнение конечного результата: 

ведущий процесс получает со всех узлов ло-

кальные минимумы и выбирает из них гло-

бально оптимальное решение. 

Завершение MPI и вывод: процесс с rank = 0 

выводит решение и затраченное на вычисления 

время. 

В экспериментах использованы два варианта 

QAP-задачи – размерностью n = 14 и n = 24. Со-

ответствующие матрицы R и D представлены 

на сайте (http://www.swsys.ru/uploaded/image/ 

2023-4/5.jpg).  

Пространство решения первой задачи было 

разделено на две части: n1 = 9, n2 = 5, а второй – 

на четыре: n1 = n2 = n3 = n4 = 6, руководствуясь 

описанным в [16] методом снижения вычисли-

тельной сложности QAP. Число анализируе- 

http://www.swsys.ru/uploaded/image/2023-4/5.jpg
http://www.swsys.ru/uploaded/image/2023-4/5.jpg
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мых вариантов в первом случае составит  

P ≈ 4,4107, а во втором P ≈ 1,41017. 

В описываемом эксперименте использована 

64-разрядная версия MPICH2 для реализации 

MPI. Этот стандарт с открытым исходным ко-

дом (https://www.mpich.org) широко использу-

ется для программирования параллельных и 

распределенных вычислительных систем. 

Приведенный далее фрагмент кода иллю-

стрирует подход к распараллеливанию BFA, 

применяемый при решении задачи QAP. При-

ложение реализует генерацию вариантов реше-

ния с помощью метода следующей лексикогра-

фической перестановки. Программа написана 

на языке C++ в среде Visual Studio: 
 
1: void reverseOrder(int*p, 

int start,int end){ 

2: while(start<end) 

{swap(p[start],p[end]); start++;end--

;}} 

//генерация функции перестановки 

1:bool permutationfun(int*p, int n) 

{𝑖𝑛𝑡 𝑘=−1; 
2:for (i=n–2;i≥0;i−−) 

{if(p[i]<p[i+1]) {k=i; break;}} 

3: if (k==−1) return false; 

int m=n−1;while (p[k]≥p[m]) m−−; 

4: swap(p[k],p[m]); 

reverseOrder(p,k+1,n−1); return true;} 

// вычислительная функция для каждой 

перестановки 

1: int calfun(int*p,int**D,int**R, 

int n,int m,int localmin) {calvalue=0; 

2: for i=0 to n do {for j=i+1 to n 

do {calvalue+=R[i][j]*D[p[i]][p[j]];}} 

3: if(localmin≥calvalue)localmin= 

=calvalue; calvalue=0; 

4: bool hasnext=true; while(hasnext) 

{int k=-1; 

5: for (i=m-2; i≥0;i--) 

{if(p[i]<p[i+1]) {k=i;break;}} 

6: if (k==-1) hasnext=false; 

else {int m=n-1;while(p[k]≥p[m])m--; 

7: swap(p[k],p[m]);  

reverseOrder(p,k+1,m-1); 

8: for k=0 to n do {for h=k+1 to n do 

{calvalue+=R[k][h]*D[p[k]][p[h]];}} 

9: if(localmin≥calvalue)  

localmin=calvalue; return localmin;} 

// основная функция 

1: int main(int argc,char* argv[]) 

{MPI_Init(&argc,&argv); 

2: MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, 

&rank); 

3: MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, 

&size); 

4: int rank,size, 

localmin=5000,calvalue=0;count=0; 

double startt,endt; 

5: int ptwo[]={},pthree[]={}, 

pfour[]={}; 

6: int p[]={}; 

7: int D[n][n],R[n][n];assign cost 

matrix D and distance matrix R; 

8: startt=MPI_Wtime();do{if 

(count%size==rank){sort(pthree, 

pthree+m); 

9: do{sort(pfour,pfour+m); 

do{sort(p,p+m);for(int k=0;k<m;k++){ 

10: p[m+k]=ptwo[k];p[(m*2)+k]= 

=pthree[k];p[(m*3)+k]=pfour[k];} 

11: localmin=calfun(p,D,R, 

localmin);}while(permutationfun 

(pfour,m)); 

12: }while(permutationfun 

(pthree,m));}count++; 

while(permutationfun(ptwo,m)); 

13: endt= MPI_Wtime(); 

intglobalmin=0; 

14: MPI_Reduce(&localmin,&globalmin, 

1,MPI_INT,MPI_MIN,0,MPI_COMM_WORLD); 

15: if(rank==0) 

{cout≪globalmin≪"\t"≪endt-startt;} 

MPI_Finalize();return 0;} 
 

При решении QAP с использованием па-

раллельного алгоритма BFA библиотека MPI 

обеспечивает эффективное распределение пе-

рестановок и определение глобального опти-

мума полученных процессами локальных ре-

шений. 

При параллельном решении QAP нагрузка 

каждого процесса определяется через его ранг, 

что позволяет эффективно распределять пере-

становки и балансировать нагрузку узлов рас-

пределенной среды. Функция MPI_Reduce ис-

пользуется для сбора результатов и нахожде-

ния глобального оптимума, а MPI_Wtime – для 

измерения времени выполнения различных ча-

стей алгоритма. 

Представленный фрагмент программного 

кода реализует принцип разделения простран-

ства поиска на ограниченные части, описанный 

в [16]. Для n = 24 таких частей четыре, что поз-

воляет разделить нагрузку между процессами, 

опираясь только на число перестановок в пер-

вой части. В рассматриваемом случае оно со-

ставляет 720 и определяет максимальное число 

параллельных процессов. Очевидно, что мак-

симальную эффективность использования вы-

числительных ресурсов среды можно полу-

чить, если это число будет нацело делиться на 

число запущенных процессов. Для задачи раз-

мерностью n = 14 пространство поиска можно 

разделить двумя способами: используя или  

n1 = 9, n2 = 5, или n1 = 5, n2 = 9.  

Генерация вариантов решения с помощью 

метода следующей лексикографической пере-

становки гарантирует их неповторяемость для 

всех процессов. 
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Такой подход позволяет не только с мини-

мальными накладными расходами организо-

вать параллельные вычисления, но и повысить 

эффективность распределенной реализации 

BFA. 

Необходимо отметить, что используемый 

метод распределения нагрузки гарантирует ее 

равномерность только в том случае, если слож-

ность вычисления критериальной функции не 

зависит от параметров вектора решения. Это 

условие выполняется, если n-мерное простран-

ство поиска изотропно по отношению к целе-

вой функции. Для решаемой задачи квадратич-

ного назначения это условие выполняется, если 

не используются специальные методы. В про-

водимых вычислениях вопросы оптимизации 

процесса вычисления целевой функции не рас-

сматривались.  

В ходе проведенных экспериментов кор-

ректность выбранного метода распределения 

нагрузки нашла практическое подтверждение. 

Время работы всех узлов независимо от иссле-

дуемого участка пространства поиска решений 

не отличалось. Аналогичные результаты были 

получены и для многопоточной реализации 

BFA [16]. 

 

Результаты экспериментов 

 

Для оценки эффективности предлагаемых 

подходов к параллельной реализации BFA 

были использованы две QAP-задачи размерно-

стью n = 14 и n = 24. Условия задач представ-

лены в таблицах (http://www.swsys.ru/uploaded/ 

image/2023-4/5.jpg). 

Минимальное значение целевой функции F 

равно 46 для n = 14 и 301 для n = 24. Это точные 

решения, которые были получены для неогра-

ниченного пространства поиска. 

В таблицах 1 и 2 представлены варианты 

найденных решений задачи. Для всех решений 

значение функционала совпадает с известным 

точным решением, что подтверждает коррект-

ность метода разделения пространства поиска. 

Курсивом выделены номера занимаемых эле-

ментами мест. 

В таблицах 3 и 4 представлены результаты 

исследования масштабируемости и эффектив-

ности параллельного приложения. Вычисли-

тельные эксперименты проводились в компью-

терном классе, оснащенном персональными 

компьютерами с процессором Intel® Core™ i5 

7-го поколения, у которых количество физиче-

ских ядер равно 4, а тактовая частота 3,00 ГГц. 

В таблицах использованы обозначения: tcalc – 

время вычисления, сек.; Nproc – число работаю-

щих процессов (использовались только физи-

ческие ядра); Acc – полученное ускорение;  

Eff – эффективность параллельной реализации 

или коэффициент использования вычислитель-

ных ресурсов: Eff = (tcalc(1)/tcalc(Nproc))(1/Nproc) = 

= Acc(1/Nproc). 
Таблица 1 

Решения для n = 14 

Table 1 

Solutions for n = 14 
 

Расположение элементов  

в векторе решения P F 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

46 

1 4 7 2 5 8 3 6 9 10 11 12 13 14 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14 13 

1 4 7 2 5 8 3 6 9 10 11 12 14 13 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 12 11 10 13 14 

1 4 7 2 5 8 3 6 9 12 11 10 13 14 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 12 11 10 14 13 

1 4 7 2 5 8 3 6 9 12 11 10 14 13 
 

Таблица 2 

Решение для n = 24 

Table 2 

Solutions for n = 24 
 

Расположение элементов  

в векторе решения P F 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

5 2 1 4 3 6 9 8 11 10 7 12 

301 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

17 14 15 16 13 18 19 24 20 22 23 21 
 

Таблица 3 

Время решения задачи для n = 14 

Table 3 

Problem solution time for n = 14 
 

Nproc 1 2 3 4 5 6 7 8 

tcalc 11,48 6,01 4,11 3,08 2,68 2,25 2,36 1,95 

Acc - 1,91 2,79 3,72 4,28 5,10 4,86 5,89 

Eff - 0,96 0,93 0,93 0,86 0,85 0,7 0,74 
 

Таблица 4 

Время решения задачи для n = 24 

Table 4 

Problem solution time for n = 24 
 

Nproc 1 45 90 180 

tcalc 240213,62 5402,33 2713,76 1407,66 

Acc - 44,46 88,52 170,64 

Eff - 0,99 0,98 0,95 

http://www.swsys.ru/uploaded/image/2023-4/5.jpg
http://www.swsys.ru/uploaded/image/2023-4/5.jpg
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Для чистоты экспериментов при решении 

задачи с n = 14 использовано только по одному 

ядру на каждом узле. 

Следует отметить, что для задачи с n = 24 

полученные ускорение и коэффициент исполь-

зования вычислительных ресурсов выше, чем в 

случае с n = 14. Это хорошо согласуется с резуль-

татами, полученными и в других работах [19], 

поскольку доля накладных расходов на син-

хронизацию процессов будет ниже при боль-

шем времени работы узлов. Количество про-

цессов, задействованных в вычислениях для  

n = 24, выбиралось так, чтобы число перестано-

вок в распараллеливаемой части (720) нацело 

делилось на него. 

 

Заключение 
 

Исследование параллельной реализации ал-

горитма перебора вариантов при решении QAP-

задач позволяет сделать следующие выводы. 

Библиотека MPI обеспечивает масштабиру-

емость приложения: высокая эффективность 

сохраняется при росте числа задействованных 

вычислительных узлов распределенной среды.  

Генерация вариантов решения с помощью 

метода следующей лексикографической пере- 

становки хорошо распараллеливается и обеспе-

чивает балансировку нагрузки узлов. 

Разбиение пространства поиска решений на 

части позволяет расширить диапазон использо-

вания BFA и для оптимизационных задач боль-

шой размерности. 

В дальнейшем планируется исследовать 

возможности использования предлагаемых 

подходов к реализации BFA и в виде гибрид-

ных приложений, что, на взгляд авторов, акту-

ально для гетерогенных вычислительных сред. 

Гибридный параллелизм, использующий ком-

бинацию MPI и OpenMP, позволит более эф-

фективно балансировать нагрузку узлов, со-

держащих разное количество ядер. 
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