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Аннотация. В разрабатываемом программном обеспечении навигационных тренажеров «Система моделирования 

морских операций» реализована технология автоматического построения трехмерной модели глобального рельефа 

на базе алгоритма рекурсивного деления с локально адаптивным управлением детализацией. Алгоритм реализован 

полностью на графическом адаптере (GPU) и использует возможности массированной параллельной обработки 

данных в вычислительных шейдерах. Алгоритм рекурсивного деления строится на использовании двоичного де-

рева, однако классические двоичные деревья, явно описанные с использованием указателей, неприменимы для 

GPU-реализаций из-за архитектурных особенностей. Для обеспечения возможности параллельного выполнения 

алгоритма применена специализированная параллельная структура данных – конкурентное двоичное дерево.  

В статье описаны предпосылки к созданию структуры конкурентного двоичного дерева и рассматриваются этапы 

его построения от использования неявного двоичного дерева до представления в виде бинарного поля с последу-

ющим дополнением его редуцированной суммой листовых узлов. Теоретически обоснован объем оперативной па-

мяти, необходимый для размещения конкурентного двоичного дерева заданной глубины. Выполнен анализ алго-

ритмической сложности построения конкурентного двоичного дерева и итерации по его листовым узлам. Приве-

дены и проанализированы результаты сравнительных синтетических тестов производительности конкурентного 

двоичного дерева, выполненные на CPU и GPU, а также результаты его практического применения в системе мо-

делирования морских операций. 

Ключевые слова: конкурентное двоичное дерево, параллельная структура данных, алгоритм рекурсивного деле-

ния, оптимизация объема памяти, массированный GPU-параллелизм, система моделирования морских операций 
 

В разрабатываемом перспективном отече-

ственном кроссплатформенном ПО навигаци-

онных тренажеров для практической подго-

товки специалистов ВМФ «Система модели-

рования морских операций» (СММО) [1] 

принята парадигма глобального района трени-

ровки, которая подразумевает возможность 

проведения тренировок в любом районе зем-

ного шара [2]. При этом конкретный географи-

ческий район может быть детализирован до не-

обходимой степени визуального соответствия 

реальному. Основной составной частью лю-

бого района тренировки, в том числе и глобаль-

ного, является массив суши, на котором распо-

лагаются другие объекты – строения, причаль-

ное оборудование, навигационные знаки и др. 

Если конкретные районы тренировок детализи-

руются, как правило, вручную с использова-

нием труда дизайнеров, то для глобального 

района, то есть для всего остального простран-

ства земной поверхности вне конкретных рай-

онов, ввиду его обширной протяженности 

необходимо реализовать процесс автоматиче-

ского или автоматизированного создания и 

отображения недетализированных массивов 

суши. 

Эта задача решается в СММО при помощи 

алгоритма локально адаптивного управления 

детализацией протяженного рельефа на ба- 

зе рекурсивного деления с использованием  

вычислительных возможностей современных 

графических адаптеров (GPU). Практическая 

реализация этого алгоритма требует использо-

вания специализированного представления 

данных, допускающих их параллельную обра-

ботку. 

 

Структурирование данных  

для алгоритмов рекурсивного деления 
 

Алгоритмы рекурсивного деления демон-

стрируют быстрый рост вычислительной слож-

ности в зависимости от глубины рекурсии.  

Из-за фундаментально экспоненциального ха-

рактера этих алгоритмов вычислительные за-

траты с увеличением глубины подразделения 

могут быстро стать ограничением. Один из пу-

тей амортизации возрастающей вычислитель-

ной сложности – выполнять рекурсивное деле-

ние не только адаптивно, но и параллельно. 

Хотя адаптивное подразделение легко реализо-

вать последовательно, в общем случае совме-

стить его с параллельной обработкой непросто. 

Решить эту проблему можно путем внедрения 

структуры данных, подходящей для параллель-

ной обработки. 
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Канонический алгоритм рекурсивного деле-

ния строится на использовании двоичного де-

рева, количество узлов которого удваивается 

на каждом шаге рекурсии. Листовые узлы де-

рева формируют его изменяющуюся тополо-

гию. Если добиться возможности параллельной 

обработки листовых узлов двоичного дерева,  

то можно ускорить любой алгоритм подразде-

ления. 

В технической литературе описаны спо-

собы параллельного построения BVH-деревь- 

ев. В работе [3] представлен алгоритм построе-

ния иерархий ограничивающих объемов на 

многоядерных GPU. Авторы [4] устранили для 

этого алгоритма необходимость синхрониза-

ции данных между CPU и GPU, а автор [5] 

улучшил масштабируемость построения де-

рева в целом, тем самым максимизировав па-

раллелизм. В работе [6] предложено повыше-

ние утилизации GPU путем кодирования  

листовых узлов Мортон-кодами для кривой  

Z-порядка. Однако специфические структуры 

данных BVH-деревьев неприменимы в алго-

ритмах рекурсивного деления, так как не обес-

печивают изменение своей топологии с тече-

нием времени. 

Классическая реализация двоичного дерева 

использует указатели для хранения связей 

между его узлами. Однако архитектура GPU не 

предусматривает работу с ними. 

Известно, что конкурентное двоичное де-

рево (КДД) – это структура данных, предназна-

ченная для построения и параллельного обнов-

ления топологии полного двоичного дерева,  

в том числе с использованием возможностей 

GPU [7, 8]. В оригинальной статье [7] КДД опи-

саны постфактум без рассмотрения этапов со-

здания и строгого математического анализа их 

свойств. В настоящей работе теоретически ис-

следованы все этапы построения КДД и алго-

ритмы его использования. 
 

Совершенные двоичные деревья  

как двоичная куча 
 

Свойства и определения. Двоичное де-

рево, в котором все внутренние узлы имеют 

по два дочерних узла, а все листовые нахо-

дятся на одном уровне, формирует так назы-

ваемое совершенное двоичное дерево. В нем 

суммарно 2D+1 − 1 узлов, где D ≥ 0 – уровень 

листовых узлов (глубина дерева). На рисунке 1 

представлена структура совершенного дво-

ичного дерева глубиной D = 4. 
Двоичное дерево тесно связано с таким по-

нятием, как двоичная куча – полным двоичным 

деревом, в котором значение в любом узле не 

меньше, чем значения его потомков, а глубина 

всех узлов отличается не более чем на единицу. 

Топология совершенного двоичного дерева мо-

жет быть представлена в виде двоичной кучи. 

Индексация двоичной кучи выполняется по 

следующему принципу: корневому узлу дерева 

присваивается индекс 1, и далее выполняется 

обход дерева в ширину с инкрементальным 

увеличением индексов узлов. 

Алгебраические зависимости. Такой под-

ход к индексации обладает следующими свой- 

 
 

Рис. 1. Совершенное двоичное дерево глубиной D = 4 (в узлах дерева указаны их индексы)  

и неявная кодировка пути от корневого узла к узлу 27 
 

Fig. 1. A perfect binary tree with a depth D = 4 (tree node indexes are shown)  

and implicit path encoding from a root node to node 27 
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ствами. Для узла дерева с индексом k ≥ 1 ин-

декс его родительского узла kp, левого kL и пра-

вого kR потомков будут следующими: 

2 ,

2 ,

2 1.

P

L

R

k k

k k

k k

=   

=

= +

          (1) 

Для узлов дерева на уровне d ≥ 0 диапазон 

их индексов будет находиться в промежутке 

[2d, 2d+1 − 1]. 

Из индекса узла можно извлечь дополни-

тельную информацию – номер уровня дерева, 

на котором узел находится:  

( )2log .kd k=             (2) 

Для машинного двоичного представления 

положительного целого числа эта операция по 

результату эквивалентна нахождению в нем 

позиции старшего значащего бита: 

( ) ( )2log k FindMSB k=   , 

где FindMSB – функция, возвращающая 

позицию старшего значащего бита (справа 

налево, считая крайнюю правую позицию 

нулевой). 

Неявная кодировка пути к узлу. Индекс 

узла двоичного дерева неявно кодирует путь к 

нему. Бинарное представление любого индекса 

двоичной кучи содержит весь путь от корне-

вого узла до узла с этим индексом. При этом 

ноль обозначает переход от узла к его левому 

потомку, а единица – к правому. Путь предва-

ряется установленным в единицу старшим би-

том, причем позиция бита равна уровню де-

рева, на котором находится этот узел (2). 

Например, узел с индексом 27 имеет бинарное 

представление индекса 11011. Смещение стар-

шего бита d27 = 4, а путь к узлу 1011 или 

«направо-налево-направо-направо» от корне-

вого узла (рис. 1). 

Неявная двоичная куча. Двоичная куча 

может быть эффективно закодирована с ис-

пользованием неявной структуры данных, в  

которой структурная информация неявно опре-

деляется способом хранения данных, а не пря-

мым образом через указатели [9]. Для случая 

двоичной кучи это одномерный массив, содер- 

жащий значения узлов дерева. Размер этого 

массива фиксированный и равен 2D+1. В первом 

элементе массива с индексом 0 хранится глу-

бина дерева D. Оставшиеся элементы массива 

ассоциированы с каждым узлом дерева в соот-

ветствии с индексом. Корневой узел дерева 

хранится в элементе массива с индексом 1, за 

ним следуют два узла первого уровня, затем че-

тыре узла второго уровня и т.д. На рисунке 2 

совершенное двоичное дерево глубиной D = 4 

закодировано неявным образом в одномерный 

массив. 

Благодаря такому представлению двоичное 

дерево может быть размещено в непрерывной 

области оперативной памяти с тривиальной 

итерацией по его узлам. Отсутствие в исполь-

зуемой неявной структуре данных указателей 

позволяет реализовать алгоритмы работы с ней 

на GPU. 

Фундаментальный недостаток двоичной 

кучи состоит в том, что ее применение ограни-

чено совершенными двоичными деревьями. 

Несмотря на то, что можно изменять значения 

любого узла двоичного дерева, представлен-

ного в виде двоичной кучи, топология такого 

дерева остается неизменной. 

КДД предоставляет возможность обойти 

это ограничение путем представления произ-

вольного двоичного дерева без использования 

указателей таким образом, что топология этого 

дерева может изменяться после его первичного 

формирования. 
 

Структура КДД 
 

Представление бинарных деревьев в виде 

битового поля. Создание битового поля. Дво-

ичное дерево глубиной D может быть пред-

ставлено в виде битового поля размером 2D, со-

держащего по одному биту для каждого узла 

двоичного дерева на максимальном уровне 

d = D. На рисунке 3 представлены произволь-

ное двоичное дерево глубиной D = 4 и соответ-

ствующее ему битовое поле. 

В таком битовом поле каждый бит, установ-

ленный в единицу, обозначает листовой узел 

 
 

Рис. 2. Представление совершенного двоичного дерева глубиной D = 4  

в виде одномерного массива (в ячейках массива указаны индексы узлов дерева) 
 

Fig. 2. A perfect binary tree with a depth D = 4 as 1D-array  

(tree node indexes are shown in array elements) 
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дерева. При этом уровень листового узла опре- 

деляется количеством нулей, следующих за со-

ответствующим ему битом. 

Раскодирование узлов дерева из битового 

поля представляет собой процесс получения 

индексов этих узлов k  [1, 2D+1 − 1]. Бинарное 

представление индекса каждого узла двоич-

ного дерева неявно кодирует путь к нему – та-

ким образом достигается доступ ко всей топо-

логии двоичного дерева. 

Индекс узла дерева из индекса бита. Суще-

ствует однозначное преобразование индекса 

бита x в битовом поле, кодирующем листовой 

узел произвольного двоичного дерева глуби-

ной D, в индекс этого узла k. 

Рассмотрим бит, находящийся в битовом 

поле по индексу x [0, 2D − 1]. Если бит имеет 

значение ноль, то соответствующий ему узел 

дерева не является листовым и не существует в 

топологии дерева. Когда значение бита равно 

единице, он может кодировать до Nx листовых 

узлов дерева. 

Для узлов дерева на уровне d соответствую-

щие им биты в битовом поле располагаются че-

рез каждые 2D−d позиций. Следовательно, в за-

висимости от позиции бит может кодировать 

несколько узлов дерева. Если последовательно 

рассматривать битовое поле справа налево, то 

можно увидеть, что каждый бит кодирует узел 

уровня d = D, каждый второй бит дополни-

тельно кодирует узел на уровне d = D − 1, каж-

дый четвертый бит дополнительно к ним коди-

рует узел на уровне d = D − 2 и т.д. Таким об-

разом, один и тот же бит x битового поля может 

кодировать до Nx = D + 1 узлов дерева. 

Для определения значения Nx для бита с ин-

дексом x необходимо найти максимальное зна-

чение n  [0, D], при котором выполняется 

условие 

(2 )mod2 0,D nx− =         (3) 

то есть определить максимальную степень 

двойки, на которую без остатка делится 

дополнение индекса бита до размера битового 

поля. Тогда количество кодируемых битом 

узлов дерева будет  

1.xN n= +           (4) 

Учитывая, что размер битового поля пред-

ставляет собой степень двойки, при нахожде-

нии остатка от деления индекса бита на ту или 

иную степень двойки можно в (3) вместо до-

полнения индекса до размера битового поля ис-

пользовать непосредственно сам индекс: 

mod 2 0.nx =           (5) 

Если рассматривать двоичное машинное 

представление положительного целочислен- 

 
 

Рис. 3. Произвольное двоичное дерево глубиной D = 4 (в узлах дерева указаны их индексы)  

и его представление в виде битового поля (внизу) 
 

Fig. 3. An arbitrary binary tree with a depth D = 4 (top, tree node indexes are shown)  

and its representation as binary field (bottom) 
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ного индекса бита x, то максимальное значение 

n в (5) будет соответствовать позиции млад-

шего значащего бита. Тогда 

( )

1, 0,

1, 0,
x

D x
N

FindLSB x x

+ =
= 

+ 
     (6) 

где FindLSB – функция, возвращающая позицию 

младшего значащего бита (справа налево, 

считая крайнюю правую позицию нулевой). 

Индексы Nx узлов дерева, кодируемых би-

том x, определяются как 

  ( )

 

1, , 2 2 ,

0, 1 .

x

x

nD

N

x x

k k x

n N

−
= +

 −
     (7) 

Множество  1, ,
xNk k  содержит индексы 

узлов, находящихся в зависимости «потомок–

родитель», начиная с узла на уровне dk = D до 

узла на уровне 

( )1 .k xd D N= − −  

С учетом (4)  

( )1 1 .k x xd D n D n= − + − = −      (8) 

Для приведенного на рисунке 3 примера бит с 

индексом 4 имеет машинное представление 100. 

Наименьший значащий бит находится на пози-

ции 2. Следовательно, в соответствии с (6) этот 

бит может кодировать три узла дерева, находя-

щиеся на различных уровнях. Индексы узлов 

определяются по (7) и равны {20, 10, 5}. Ана-

логично биты с индексами 0 и 14 могут соот-

ветственно кодировать до пяти и дo двух узлов 

c индексами {16, 8, 4, 2, 1} и {30, 15}. 

Чтобы определить, какой именно узел де-

рева из допустимого диапазона индексов узлов 

кодирует бит, необходимо установить уровень 

дерева, на котором располагается кодируемый 

узел. 

Если узел k на уровне дерева dk является ли-

стовым и кодируется единичным битом с ин-

дексом xk, то следующий единичный бит xk в 

битовом поле будет находиться на позиции 

2 kD d

k kx x
−

 = +  

Отсюда следует, что в битовом поле за еди-

ничным битом, кодирующим листовой узел на 

уровне дерева dk, будут следовать нулевые 

биты в количестве, равном 0 2 1.kD d
N

−
= −  

Тогда 

0 1 2D dN −+ = ,  

( )2 0log 1 kN D d+ = −  

и уровень кодируемого узла в двоичном дереве 

определяется как 

( )2 0log 1 .kd D N= − +        (9) 

Из (8) выразим 
.

x k
n D d= −  

C учетом этого выражение (7) преобразуется: 
( )

(2 )2 .kD dD

xk x
− −

= +           (10) 

Принимая во внимание (9), индекс узла де-

рева, кодируемый битом x, можно определить 

как 
2 0log ( 1)

(2 )2 .xND

xk x
− +

= +  

Так как каждый бит в битовом поле может 

кодировать только по одному узлу на каждом 

уровне дерева, битовое поле однозначно отоб-

ражает индексы битов в индексы узлов двоич-

ного дерева произвольной топологии. 

Индекс бита из индекса узла дерева. Для 

любого узла дерева k можно определить коди-

рующий его бит, расположенный в битовом 

поле на позиции xk. 

Решая уравнение (10) относительно x с уче-

том известного из (2) dk, получаем 

2 2 .kD d D

kx k
−

= −  

Смысл этого выражения в следующем. Так 

как бит x в битовом поле может кодировать Nx 

узлов, требуется привести индекс узла k к мак-

симальному из значений множества индексов 

узлов, которые могут быть закодированы соот-

ветствующим битом. Для этого необходимо ре-

курсивно вычислять индекс левого потомка 

узла k вплоть до последнего уровня дерева 

d = D, на котором для кодирования узла требу-

ется один бит. Это можно сделать, последова-

тельно использовав выражение (1) D − dk раз. 

Затем полученный индекс следует уменьшить 

на индекс первого узла дерева на уровне D, то 

есть на 2D. 

Для приведенного на рисунке 3 примера 

узел с индексом 5 имеет самого глубокого по-

томка на уровне D с индексом 20. Этот индекс 

необходимо уменьшить на индекс первого узла 

на уровне D, то есть на 16. Соответствующий 

узлу бит будет иметь индекс 4. 

Изменение топологии дерева. Представле-

ние двоичного дерева в виде битового поля 

позволяет реализовать операции разделения и 

слияния узлов дерева напрямую. 

Разделение заданного узла двоичного де-

рева с индексом k на левый и правый потомки 

означает установку в единицу бита битового 

поля, соответствующего правому потомку 

этого узла с индексом 2k + 1. 

Правый и левый потомки одного родитель-

ского узла с индексом k могут быть объеди-

нены в родительский узел. Эта операция озна-

чает установку в ноль бита битового поля, со- 
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ответствующего правому потомку родитель-

ского узла c индексом 2k + 1. 

Пример изменения топологии двоичного 

дерева и его представления в виде битового 

поля в результате операций слияния и разделе-

ния листовых узлов показан на рисунке 4. 

Этот метод инвариантен к типу обрабатыва-

емого узла. Допускается разделение нелисто-

вого узла. В этом случае для бита, соответству-

ющего правому потомку такого узла, будет по-

вторно установлено значение единица. При 

слиянии несуществующих узлов для бита, со-

ответствующего несуществующему узлу, бу-

дет повторно установлено значение ноль. 

Итерация по листовым узлам. Для получения 

из битового поля всех индексов листовых узлов 

дерева необходимо последовательно проверить 

значения всех его битов. Сложность такого 

алгоритма составляет O (2D) [10]. Она не зависит 

от количества листовых узлов L  [1, 2D] в 

закодированном двоичном дереве. Блок-схема 

алгоритма представлена на рисунке 5. 

Проверка значений битов в битовом поле 

должна выполняться последовательно, начи-

ная с нулевого индекса, что исключает возмож-

ность параллельного поиска индексов листо-

вых узлов. 

Тесты производительности декодирования 

битового поля. Для сравнительной оценки 

производительности структуры КДД на CPU и 

GPU была выполнена его программная 

реализация на языках C++ и GLSL [11]. 

Тесты выполнялись на ПК, оснащенном 

центральным процессором Intel Core i7-11700  

и графическим адаптером NVIDIA 3080 RTX  

с 8704 универсальными процессорами, под уп- 

равлением Windows 10. 

Замеры производительности декодирова-

ния битового поля для КДД глубиной от 10 до 

30 приведены на рисунке 6. 

Архитектурные особенности GPU, выполне-

ние алгоритма с использованием одного потока, 

а также эффективное задействование кеша цен-

трального процессора и упреждающей выборки 

данных при последовательном обращении к ли-

нейному участку памяти битового поля приво-

дят к существенному преимуществу CPU перед 

GPU [12]. Разница во времени декодирования 

составляет примерно 50 раз. 

Полученные результаты существенно огра-

ничивают практическое применение метода 

итерации по листовым узлам дерева путем де-

кодирования битового поля. 

Дополнительным ограничивающим факто-

ром является необходимость отдельно от са-

мого КДД хранить получаемые индексы деко-

дированных листовых узлов для дальнейшего 

использования в алгоритме рекурсивного деле-

ния. Максимальное количество листовых узлов 

КДД равно 2D, номер каждого узла на GPU хра-

нится в переменной типа uint, занимающей в 

памяти четыре байта (32 бита), то есть для за-

писи всех возможных индексов листовых узлов 

необходимо дополнительно выделить 4(2D) 

байт, что в 32 раза больше, чем объем памяти 

самого битового поля. Это контрпродуктивно в 

условиях существующих ограниченных ресур-

сов видеопамяти. 

Дополнение битового поля суммой листо-

вых узлов. Редуцированная сумма листовых 

 
 

Рис. 4. Изменение битового поля при операциях разделения (слева направо) и слияния  

(справа налево) узлов двоичного дерева (в ячейках указаны значения редуцированной  
суммы листовых узлов, в верхнем левом углу ячеек – индексы узлов) 

 

Fig. 4. Bitfield variation during binary tree nodes split (left-to-right)  

and merge (right-to-left) operations. Leaf nodes sum reduction values  

are shown in elements and node indexes are shown in elements left top corners 
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узлов. Представление двоичного дерева в виде 

битового поля позволяет полностью закодиро-

вать топологию дерева и выполнять операции 

разделения и слияния узлов. Тем не менее би-

товому полю недостает эффективных методов 

итерации по закодированным в нем узлам де-

рева. Эта возможность особенно важна для 

больших битовых полей, так как их размер экс-

поненциально растет с ростом глубины двоич-

ного дерева и простой однопоточный последо-

вательный перебор битов на GPU будет выпол-

няться за время, недопустимо большое при 

практическом использовании. 

Для обеспечения эффективной итерации по 

листовым узлам двоичного дерева представля-

ющее это дерево битовое поле дополняется его 

редуцированной суммой. Этот процесс может 

быть рассмотрен как построение снизу вверх 

совершенного двоичного дерева глубиной D,  

в котором каждый листовой узел соответствует 

биту битового поля (рис. 7). 

По значению редуцированной суммы ле-

вого и правого потомков узла такого дерева 

можно определить, какое количество листовых 

узлов содержится в левом и правом поддере-
вьях узла. 

В свою очередь, такое совершенное дерево 

может быть представлено в виде двоичной 

кучи, в которой значения узлов хранятся в по-

рядке обхода дерева в ширину начиная от кор-
невого узла. Эта двоичная куча, включая би-

товое поле, являющееся его последним уров-

нем, представляет собой структуру данных 

КДД. 
В элементе двоичной кучи с индексом 0 

хранится глубина КДД D. Значение глубины 

КДД принимается в момент его построения  

и в дальнейшем не может быть изменено. 

Второй элемент кучи с индексом 1 хранит 
общее количество листовых узлов дерева 

L  [1, 2D], полученное в результате вычисле-

ния редукции суммы. Это свойство структуры 

КДД является отправным для выполнения ите-

раций по листовым узлам дерева. 

Индекс листового узла дерева кучи по его 
порядковому номеру. Индекс узла КДД равен 

индексу соответствующего ему элемента дво- 

ичной кучи. В КДД, содержащем L листовых 

узлов, для каждого l-го листового узла, где 

l  [0, L − 1], можно определить индекс соот- 

ветствующего ему элемента двоичной кучи. 

Алгоритм поиска индекса узла представ-
ляет собой рекурсивный переход от корневого 

узла дерева к его левому или правому подде-

реву в зависимости о того, превышает ли по- 

Задать D

xmax = 2D

Количество бит в битовом поле

(оно же индекс первого узла на

последнем уровне дерева)

x = 0 Индекс единичного бита

Входной параметр - максимальная

глубина дерева D

z = 0
Количество последовательных

нулевых бит

i = 0 Индекс проверяемого бита

i < xmax

нет

b = БП[i]

да

Последовательно проверяются

все биты битового поля

Значение бита по индексу i

b == 0
нет

z = z + 1

да

Если бит нулевой

Увеличивается счетчик нулевых бит

Иначе бит единичный и выполняется

раскодирование индекса листового 

узла

k =
xmax + x

MSB z + 1 
 

Сохранить 

k
Полученный индекс узла сохраняется

x = i Сохранение индекса единичного бита

z = 0 Обнуление счетчика нулевых бит

i = i + 1 Переход к следующему биту

Раскодирование индекса

листового узла
k =

xmax + x

MSB z + 1 
 

Сохранить 

k
Полученный индекс узла сохраняется

нет

Выход

 
 

Рис. 5. Блок-схема алгоритма  

поиска индексов листовых узлов  

двоичного дерева путем  

декодирования битового поля 
 

Fig. 5. A block diagram of a bitfield decoding 

algorithm for findштп binary tree  

leaf node indexes 

 
 

Рис. 6. Время декодирования битового  

поля КДД в зависимости от его глубины 
 

Fig. 6. Concurrent binary tree bitfield  

decoding time depending on the tree depth 
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рядковый номер листового узла количество ли-
стовых узлов в левом поддереве. Блок-схема 

алгоритма приведена на рисунке 8. 

Итерация по листовым узлам. Сложность 

алгоритма поиска индекса одного листового 

узла КДД по его порядковому номеру в худшем 

случае составляет O (D). При поиске всех ли-

стовых узлов совершенного дерева LD  [1, 2D] 

эта сложность возрастает до O (DLD) =  

= O (D2D). 

Полученная оценка сложности алгорит- 

ма поиска всех листовых узлов КДД в D раз  

превосходит сложность поиска листовых узлов 

по бинарному дереву. Однако КДД является 

параллельной структурой данных и допускает 

использование до P  [1, L] потоков, одновре-

менно выполняющих поиск индексов листовых 

узлов. С учетом этого сложность многопоточ-

ного алгоритма составит O (D2D / P). Для со-

временных GPU P  D. 

Условием завершения алгоритма поиска ин-

декса l-го листового узла является количество 

потомков k-го узла, меньшее или равное еди-

нице. В свою очередь, как было показано ранее, 

изменение топологии КДД приводит к измене-

нию значения необходимого бита битового 

поля на ноль (в случае слияния узлов) либо на 

единицу (в случае разделения узла). При этом 

происходит неявное изменение значений сумм 

листовых узлов только на последнем уровне 

дерева d = D, где расположены биты битового 

поля, непосредственно кодирующие листовые 

узлы. Так как это значение для последнего 

уровня КДД не может превышать единицу, 

условие завершения алгоритма поиска листо-

вых узлов продолжает выполняться. Это дает 

возможность одновременно с поиском листо-

вых узлов выполнять их слияние или разделе- 

ние, таким образом изменяя топологию дерева. 

К тому же отпадает необходимость промежу-

точного хранения индексов листовых узлов и 

выделения для этого дополнительного объема 

памяти. 

Размещение структуры данных в па-

мяти. Потребный объем памяти КДД. Опре-

делим минимальный размер памяти, необходи-

мый для размещения КДД глубиной D. Для 

этого найдем верхнюю границу значения реду-

цированной суммы для узлов дерева на произ-

вольном уровне d и, как следствие, минималь-

ное количество бит для кодирования этого зна-

чения. 

Любое значение узла КДД (редуцированная 

сумма его потомков, являющихся листовыми 

узлами) на глубине d  [0, D] требует не более 

1
dbN D d= − +  бит для записи. 

На последнем уровне дерева в битовом поле 

признак листового узла кодируется одним би-

том. Каждые два смежных узла имеют общий 

родительский узел на предыдущем уровне, ко-

торый может принять максимальное значение 2. 

Дальнейшая редукция суммы будет удваивать 

это значение для каждого предшествующего 

уровня двоичного дерева. Следовательно, мак-

симальное значение редуцированной суммы 

листовых узлов на уровне d будет 

2 .
d

D d

MAXS −=  

Количество бит для записи значения 
dMAXS  

равно 

( )2
log 1,

1.

d d

d

b MAX

b

N S

N D d

 = +
 

= − +
        (11) 

Количество узлов двоичного дерева на 

уровне d  [0, D] составляет 

 
 

Рис. 7. Битовое поле совершенного (слева) и произвольного (справа) двоичного дерева глубиной 

D = 4, дополненное редуцированной суммой листовых узлов (в ячейках указаны значения 

редуцированной суммы листовых узлов, в верхнем левом углу ячеек – индексы узлов) 
 

Fig. 7. A bitfield of a perfect (left) and arbitrary (right) binary tree with a depth D = 4  

augmented with leaf nodes sum reduction. Leaf nodes sum reduction values are shown  

in elements and node indexes are shown in elements left top corners 
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2 .
d

d

lN =  

Общее количество памяти, необходимое 

для хранения узлов КДД глубиной D, будет 

равно сумме произведений количества узлов на 

каждом уровне на количество бит, необходи-

мых для записи их значений: 

0
d d

D

b l b

d

N N N
=

=  

или 

( )2 1
D

d

b

d n

N D d
=

= − + .         (12) 

Для определения этого значения найдем 

частную сумму числового ряда (12). Предста-

вим сумму ряда как 

2 2 2
D D D

d d d

b

d n d n d n

N D d
= = =

= − +   .       (13) 

Обозначим входящие в это выражение част-

ные суммы как 

1 2
D

d

d n

S
=

= , 

2 2
D

d

d n

S d
=

=  

и последовательно определим их. 

Частная сумма ряда S1 от n до D равна раз-

ности между частной суммой этого ряда от 

нуля до D и частной суммой от нуля до n − 1: 
1

1

0 0

2 2 .
D n

d d

d d

S
−

= =

= −            (14) 

Обозначим уменьшаемое в (14) как 

11

0

2 ,
D

d

d

S
=

=  

а вычитаемое как 

Задать l

k = 1
Поиск начинается с корневого

узла

Sk = КДД[k]
Количество потомков узла k,

являющихся листовыми

Входной параметр - порядковый

номер листового узла l   [0, L]

Sk > 1 Вернуть k
нет Если таких потомков нет,

то поиск завершен, индекс

узла равен k

kl = 2k

да

Иначе вычислить индекс

левого потомка узла

Sl = КДД[kl]
Количество листовых потомков

левого поддерева узла k

l < Sl

Если порядковый номер листового 

узла меньше количества листовых

потомков слева

k = kl

да

То индекс узла приравнивается

индексу его левого потомка

(поиск продолжается влево)

Sk = Sl

И количество его листовых потомков

приравнивается количеству потомков

слева 

k = kl + 1

l = l - Sl

Иначе индекс узла приравнивается

индексу его правого потомка

(поиск продолжается вправо)

И порядковый номер листового узла

уменьшается на количество

листовых потомков слева

нет

 
 

Рис. 8. Блок-схема алгоритма поиска индекса листового узла КДД по его порядковому номеру 
 

Fig. 8. An algorithm of a leaf node index search by its sequence number 
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1

12

0

2 .
n

d

d

S
−

=

=  

Уменьшаемое S11 представляет собой гео-

метрическую прогрессию со знаменателем 

q = 2 и первым членом a1 = 20 = 1. Частная 

сумма ряда S11 будет равна сумме D + 1 членов 

этой геометрической прогрессии: 

( ) ( )1 1

1 1

11

1 1 2 1
2 1

1 1 2

D D

D
a q

S
q

+ +

+
− −

= = = −
− −

.    (15) 

По аналогии с (15)  

( ) ( )1 1

1

12

1 1 2 1
2 1

1 1 2

n n

n
a q

S
q

− + − −
= = = −

− −
. 

Тогда частная сумма ряда S1 равна 

1 11 12 ,S S S= −  
1

1 2 2 .D nS += −  

Частная сумма ряда S2 от n до D также равна 

разности между частной суммой этого ряда от 

нуля до D и частной суммой от нуля до n − 1: 
1

2

0 0

2 2 .
D n

d d

d d

S d d
−

= =

= −           (16) 

Обозначим уменьшаемое в (16) как 

21

0

2 ,
D

d

d

S d
=

=            (17) 

а вычитаемое как 
1

22

0

2 .
n

d

d

S d
−

=

=  

Найдем S21. Для этого домножим обе части 

равенства (17) на 2, а множитель d запишем как 

d + 1 − 1: 

( ) 1

21

0

2 1 1 2 .
D

d

d

S d +

=

= + −         (18) 

Представим (18) в виде разности сумм: 

( ) 1 1

21

0 0

2 1 2 2
D D

d d

d d

S d + +

= =

= + −         (19) 

или 

21 211 212
2 ,S S S= −           (20) 

где 

( ) 1

211

0

1 2 ,
D

d

d

S d +

=

= +  

1

212

0

2 .
D

d

d

S +

=

=  

Запишем первую сумму ряда в (19): 

( )

1 2 3

211

1

1(2 ) 2(2 ) 3(2 ) (2 )

1 (2 ).

D

D

S D

D +

= + + + + +

+ +
 

Все слагаемые в этом ряду, за исключением 

последнего, можно записать как 

1 2 3

0

1(2 ) 2(2 ) 3(2 ) (2 ) 2 .
D

D d

d

D d
=

+ + + + =  

Тогда с учетом (17)  

( ) 1

211 21 1 2 .DS S D += + +         (21) 

Вторая сумма ряда в (19) S212 равна сумме 

D + 1 членов геометрической прогрессии  

со знаменателем q = 2 и первым членом 

a1 = 21 = 2: 

( ) ( )1 1

1

212

1 2

1 2 2 1

1 1 2

2(2 ) 2 2 2.

D D

D D

a q
S

q

+ +

+ +

− −
= = =

− −

= − = −

      (22) 

Подставляя в (20) выражения (21) и (22), по-

лучим 

( ) 1 2

21 212 1 2 2 2.D DS S D + += + + − −  

Вычтем из обоих частей этого равенства S21: 

( ) 1 2

21 1 2 2 2.D DS D + += + − −  

В результате упрощения 
1 1

21 (2 ) 2 2.D DS D + += − −         (23) 

По аналогии с (23)  
1

22 (2 ) 2 2.n nS n += − +  

Таким образом, частная сумма ряда  

2 21 22 ,S S S= −  
1 1 1

2 (2 ) 2 (2 ) 2D D n nS D n+ + += − − + . 

Подставляя S1 и S2 в (13), получаем 

( )

( )

( )

1

1 1 1

1

2 2

2 2 2 2

2 2 .

D n

b

D D n n

D n

N D

D n

+

+ + +

+

= − −

− − − + +

+ −

 

В результате упрощения  
22 (2 ) (2 ) 3(2 ).D n n n

bN D n+= − + −      (24) 

Для случая n = 0 выражение (24) принимает 

вид 22 3.D

bN D+= − −  

На практике к этому количеству бит необ-

ходимо добавить D + 1 бит для записи глубины 

дерева в элементе с индексом 0 в виде 2D. Еще 

два дополнительных бита необходимы для вы-

равнивая их общего количества до границы 

восьмибитного байта. Таким образом, количе-

ство бит, необходимых для размещения КДД 

глубиной D, равно 
22 .D

bN +=  

На рисунке 9 представлен пример размеще-

ния КДД глубиной D = 4 в непрерывном 

участке памяти. 
Несмотря на то, что рост количества необ-

ходимой для размещения КДД памяти растет 
экспоненциально с ростом глубины дерева, ее 
объем остается относительно небольшим для 
средних глубин. Так, КДД глубиной D = 20, 
имеющее 1 048 576 листовых узлов на послед-
нем уровне, для хранения требует всего 512 ки-
лобайт памяти. 
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Доступ к элементам структуры КДД. Для 

доступа к k-му элементу КДД необходимо 

определить диапазон бит, в которых он 

хранится в непрерывном представлении КДД в 

памяти. 

Первые два бита в структуре КДД не исполь-

зуются, размер последнего элемента равен од-

ному биту, а полный размер структуры состав-

ляет 2D бит. Следовательно, смещение k-го эле-

мента от начала структуры КДД xk [2, 2D−1]. 

Из предыдущего текста известно, что k-й 

элемент занимает Nb = D −dk − 1 бит, где dk =  

= log2(k). 

Выведем выражение для определения ин-

декса первого бита xk для k-го элемента КДД. 

Заметим, что размер всех элементов КДД в 

пределах любого уровня d одинаков и опреде-

ляется по формуле (11). Тогда, зная смещение 

первого элемента уровня d относительно 

начала КДД и порядковый номер узла k на этом 

уровне, можно однозначно найти искомый xk. 

Определим индекс бита 𝑥𝑑𝑘
, с которого начи-

нается запись узлов КДД на уровне dk. Для этого 

найдем разницу между полным размером КДД 

и количеством бит, необходимых для записи уз-

лов уровней дерева, начиная с уровня dk: 

.
k taild b bx N N= −  

По аналогии с (12) количество бит 
tailbN для 

кодирования узлов уровней от dk до D равно 

( )2 1 .
tail

k

D
d

b

d d

N D d
=

= − +  

Ранее эта сумма была найдена для общего 

случая. Решая (24) для случая n = dk, полу-

чим 
22 2 2 3(2 ).k k k

tail

d d dD

b kN D d+= − + −  

Тогда смещение первого элемента уровня 

dk будет 

( )2 3 .k

k

d

d kx D d= − +          (25) 

Из (2) индекс первого узла на уровне dk ра-

вен 

2 .kd

dk =              (26) 

Следовательно, выразим общее смещение 

первого бита узла k: 

( ) .
k kk d d bx x k k N= + −  

При этом каждый узел на уровне dk зани-

мает 
kbN  бит. После подстановки (25), (26)  

и (11) получаем выражение 

( ) ( )( )2 3 2 1 .k kd d

k k kx D d k D d= − + + − − +  

 
 

Рис. 9. Расположение структуры данных КДД глубиной D = 4  в непрерывном участке памяти 

(ширина каждого элемента пропорциональна количеству занимаемых бит) 
 

Fig. 9. A concurrent binary tree with a depth D = 4 memory layout  

(the width of each block is proportional to its bit-size) 
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В результате упрощения 

( )1
2 1 .kd

k kx k D d
+

= + − +  

Таким образом, k-й элемент КДД занимает 

в его представлении в памяти биты в интервале 

), .
kk k bx x N +

 Например, первый бит битового 

поля КДД, которое кодирует его листовые 

узлы, имеет индекс k = 2D и занимает в памяти 

диапазон бит [3(2D), 3(2D + 1)). Для КДД, изоб-

раженного на рисунке 9, это диапазон [48, 49). 

 
Процесс использования КДД 

 

После первичной инициализации КДД его 

использование представляет собой цикличе-

ский процесс параллельного обновления топо-

логии путем разбиения или слияния узлов с по-

следующей редукцией суммы (рис. 10). 

Для инициализации КДД заданной глубины 

D выделяется непрерывный участок памяти 

размером Nb = 2D+2 бит. Выделенная память 

инициализируется нулями. Затем выполняется 

первичное разделение дерева до выбранной 

глубины d [0, D]. Для этого определяется диа-

пазон индексов узлов этого уровня kd  [2d, 

 2d+1 − 1] и для каждого из них в битовом поле 

устанавливается в единицу значение соответ-

ствующего ему бита с индексом 2 2 .kD d D

kx k
−

= −   

В результате в битовом поле установлен-

ным в единицу оказывается каждый 2D−d бит. 

Результат инициализации КДД при d = D = 4 

приведен на рисунке 7 (слева).  

Редукция суммы КДД выполняется начиная 

с битового поля на уровне d = D и продолжа-
ется до записи в корневой узел на уровне d = 0 

количества всех листовых узлов дерева. Алго-

ритм требует D − 1 итераций. Начиная с d = D 

на каждой итерации выполняется 2d−1 сложе-

ний. Общее количество сложений будет  

1

1

2 2 1
D

d D

d

−

=

= − . 

Следовательно, сложность алгоритма редук- 

ции двоичного дерева составляет O (2D). 

Алгоритмы редукции двоичного дерева мо-

гут быть очень эффективно реализованы с ис-
пользованием параллельных вычислений, в том 

числе с GPU [13, 14]. При вычислении редукции 

в P потоков сложность алгоритма составляет 

2

2
log

D

O P
P

 
+ 

 
. 

Алгоритм обновления топологии КДД 

представляет собой простую итерацию по всем 

его листовым узлам, каждый из которых может 
быть объединен с соседним узлом (сестрин-

ским) или разделен на два дочерних. Условие 

слияния или разделения узлов зависит от кон-

кретного практического применения КДД. 

После завершения обновления топологии 

выполняется редукция суммы и процесс цикли-

чески повторяется. 

Редуцирование 

суммы листовых 

узлов 

Обновление 

топологии
Инициализация

Начальные 

параметры дерева

Логика слияния и 

разделения узлов

Конкурентное двоичное дерево

Прикладная программа 

Глубина 

дерева D

Уровень 

разбиения d

Действие 

с узлом

Индекс 

листового 

узла

 
 

Рис. 10. Блок-схема процесса  использования КДД 
 

Fig. 10. A concurrent binary tree usage process diagram 
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Тесты производительности КДД 

 
Синтетические тесты производительности 

процесса использования структуры КДД про-

водились с использованием его многопоточ-

ной программной реализации. Для многопо-

точной обработки КДД на центральном про-

цессоре использована библиотека OpenMP. 

Многопоточная обработка на GPU реализо-

вана с использованием вычислительных шей-

деров OpenGL [11]. 

Для хранения в памяти двоичной кучи КДД 

используются 32-битные переменные, причем 

количество бит для хранения суммы листовых 

узлов на каждом уровне различно. При много-

поточной записи в двоичную кучу возможны 

ситуации, когда различные потоки будут одно-

временно обращаться к одной и той же пере-

менной. Это может привести к повреждению 

данных в двоичной куче и нарушению коррект-

ной работы алгоритмов. Для исключения по-

добной ситуации на CPU применяется специ-

альный тип std::atomic<uint_32t>, на аппарат-

ном уровне гарантирующий атомарность 

операций с ним [15]. На GPU используются 

специальные атомарные операции над типом 

uint – atomicAnd и atomicOr. Запись нескольких 

битов в 32-битную переменную – единственное 

место в программной реализации КДД, требу-

ющее применения специальных приемов мно-

гопоточного программирования. Такая ситуа-

ция возникает при вычислении суммы листо-

вых узлов дерева, а также при выполнении 

операций слияния и разделения узлов. 

Сравнительные результаты замеров произ-

водительности редукции суммы листовых уз-

лов КДД представлены по ссылке (http://www. 

swsys.ru/uploaded/image/2023-3/2023-3-dop/ 

13.jpg), их декодирования – на рисунке 11. 

Время редуцирования суммы листовых уз-

лов КДД линейно уменьшается с увеличением 

количества потоков, выполняющих алгоритм 

редукции. Использование восьми потоков про-

цессора уменьшает время выполнения алго-

ритма в пять–шесть раз. Редуцирование суммы 

с использованием нескольких тысяч шейдеров 

GPU снижает это время на два-три порядка. 

Декодирование листовых узлов также эф-

фективно выполняется несколькими потоками. 

Прирост скорости при выполнении итерации 

по листовым узлам на GPU составляет более 

двух тысяч раз. 

 
 

Рис. 11. Время декодирования листовых узлов совершенного КДД  

в зависимости от его глубины 
 

Fig. 11. Concurrent binary tree leaf nodes decoding time  

depending on tree depth 
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CPU 1 0,000180 0,006158 0,266135 9,848790 365,332272

CPU 2 0,000073 0,003586 0,131800 5,163936 187,841708
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Необходимо обратить внимание, что на ри-

сунке 11 представлены результаты декодирова-

ния максимально возможного количества ли-

стовых узлов совершенного КДД заданной глу-

бины, то есть наиболее худший с точки зрения 

производительности случай. При практиче-

ском использовании КДД в СММО для реали-

зации алгоритма рекурсивного деления коли-

чество его листовых узлов, как правило, не пре-

вышает 20 % от максимально возможного. 

Время полного перебора листовых узлов де-

рева пропорционально уменьшается в зависи-

мости от степени его заполнения. Пример ин-

тегральной производительности КДД (вычис-

ление редукции суммы плюс декодирование 

листовых узлов) с 25-процентным заполнением 

листовыми узлами приведен по ссылке (http:// 

www.swsys.ru/uploaded/image/2023-3/2023-

3-dop/14.jpg). 

На практике нужно дополнительно учесть 

время, затрачиваемое прикладной программой 

на принятие решения о слиянии или разделе-

нии узлов дерева. Однако оно не повлияет на 

линейный характер масштабируемости произ-

водительности КДД. 

Интегральная производительность одного 

цикла использования КДД на реальном при-

мере использования в СММО отражена на ри-

сунке 12. 

В СММО глубина КДД составляет 17 при  

25-процентном заполнении листовыми узлами. 

Общее время выполнения декодирования ли-

стовых узлов с последующим расчетом их ре-

дуцированной суммы составляет 23 микросе-

кунды. Если декодирование листовых узлов не 

приводит к последующему изменению тополо- 

гии дерева, то есть не происходит слияние или 

разделение узлов, это время уменьшается до 11 

микросекунд за счет исключения из цикла шага 

редуцирования суммы. Такая ситуация в 

СММО встречается, когда априорно известно, 

что алгоритм рекурсивного деления не внесет 

изменений в топологию двоичного дерева, так 

как не изменились входные данные этого алго-

ритма. 
 

Заключение 
 

Задача автоматического построения ло-

кально адаптивной трехмерной модели гло-

бального рельефа может быть эффективно  

решена на GPU с использованием алгоритма 

рекурсивного деления, допускающего масси-

рованную параллельную обработку данных. 

Для обеспечения корректной параллельной ра-

боты такого алгоритма обрабатываемые дан-

ные необходимо представлять в виде специа-

лизированной структуры – КДД. Рассмотрен-

ные в статье теоретические свойства КДД и 

результаты тестов его производительности 

позволяют сделать следующие выводы.  

КДД сочетает в себе возможность представ-

ления произвольной изменяемой топологии де-

рева и эффективной параллельной обработки 

его узлов.  

Представление КДД в непрерывном участке 

памяти позволяет использовать его на GPU. 

Несмотря на экспоненциальный характер 

роста потребного размера памяти КДД с увели-

чением его максимальной глубины ее объем 

остается в пределах, допускающих применение 

КДД в условиях ограниченного бюджета ви-

деопамяти. 

Параллельная итерация по листовым узлам 

КДД может быть совмещена с их слиянием и 

разделением без потери работоспособности 

структуры и без необходимости промежуточ-

ного хранения индексов листовых узлов с до-

полнительным выделением памяти. 

Производительность алгоритмов обработки 

КДД на GPU позволяет эффективно использо-

вать его в приложениях реального времени, та-

ких как системы визуализации. 

Применение КДД ограничено задачами, 

использующими алгоритмы рекурсивного де-

ления, в которых возможно либо разделение 

узла на два потомка, либо слияние двух узлов 

в родительский узел и исключена ситуация 

возникновения у узла дерева единственного 

потомка. 

 
 

Рис. 12. Время выполнения одного цикла  

использования КДД глубиной 17  

при 25-процентном заполнении  

листовыми узлами 
 

Fig. 12. One cycle time of concurrent  

binary tree usage with a tree depth equals 17  

and 25 % leaf node count 
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Abstract. The navigation simulator software “Marine Operation Simulation System” (MOSS) implements the automatic 
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binary trees explicitly described using pointers are not applicable to GPU implementations due to architectural features. To 
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tree (CBT). The article describes the prerequisites for creating a CBT structure and considers its construction stages from 

using an implicit binary tree up to representing a binary tree as a binary field augmented with a reduced sum of leaf nodes. 

The required RAM amount to accommodate a CBT of a given depth is theoretically substantiated. There is an analysis of 

the algorithmic complexity of constructing a CBT and iterating over its leaf nodes. The article presents and analyzes the 

results of comparative synthetic performance tests of a concurrent binary tree performed on a central processing unit (CPU) 

and GPU, as well as the results of the practical application of CBT in MOSS. 
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