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Аннотация. В статье рассматривается возможность построения простой и абсолютно устойчивой явной разност-

ной схемы для уравнения теплопроводности. Явные схемы для уравнения теплопроводности были фактически вы-

теснены из практики программирования абсолютно устойчивыми неявными схемами. Однако неявные схемы 

плохо распараллеливаются, поэтому программы для решения задач теплопроводности, диффузии, подземной гид-

родинамики и т.п. на громадных пространственных сетках с использованием многопроцессорных вычислительных 

систем требуют использования явных разностных схем. Это особенно справедливо для многопроцессорных систем 

терафлопной и выше производительности, объединяющих сотни процессоров. При этом явные схемы должны 

быть абсолютно устойчивыми или, по крайней мере, их условие устойчивости должно быть не жестче такого же 

для гиперболических уравнений. В работе предложены модификации явных разностных схем, аппроксимирующих 

параболическое уравнение и обладающих свойством абсолютной счетной устойчивости. Счетная устойчивость 

решения, получаемого на каждом временном шаге классической явной схемой, достигается быстрым преобразо-

ванием Фурье и последующим синтезом Фурье с регуляризацией по А.Н. Тихонову. При вычислении прямого и 

обратного преобразований Фурье использован алгоритм Кули–Тьюки быстрого преобразования Фурье. Приве-

дены результаты сопоставления численных расчетов модельных задач с аналитическими решениями. Абсолютная 

устойчивость предлагаемых явных схем для уравнения теплопроводности позволяет широко использовать их для 

параллельных вычислений.  

Ключевые слова: явные схемы, уравнение теплопроводности, регуляризация, преобразования Фурье 
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При моделировании пластовых систем при-

ходится решать параболические уравнения, ис-

пользуя громадные пространственные сетки, и 

рассматривать процессы, протекающие дли-

тельное время. Решение таких задач требует 

применения параллельных вычислений. Од-

нако абсолютно устойчивые неявные схемы 

плохо распараллеливаются. В то же время 

условия устойчивости для явных схем нала-

гают слишком жесткие ограничения на времен-

ной шаг интегрирования.  

Известные абсолютно устойчивые схемы  

фактически аппроксимируют только гипербо-

лическое уравнение, а параболическое уравне-

ние аппроксимируют при /h → 0, то есть при 

выполнении почти столь же жесткого условия, 

как и для классической явной схемы  

В.К. Саульева и Дюффорта–Франкела [1, 2]. 

Существуют абсолютно устойчивые схемы со 

счетом по явным формулам, называемые 

«классики» [3, 4]. В работе [3] доказывается 

сходимость метода с первым порядком в пред-

положении /h2 = const. Таким образом, абсо-

лютно устойчивые схемы Саульева, Дюффорта– 

Франкела и «классики» аппроксимируют урав-

нение теплопроводности и сходятся при вы-

полнении почти столь же жестких условий, как 

и для классической явной схемы [5–7]. Обоб-

щить закон Фурье, добавив производную по-

тока по времени, умноженную на малый пара-

метр, предлагается в [8]. При этом уравнение 

теплопроводности становится сингулярно воз-

мущенным гиперболическим уравнением, а 

условие устойчивости явной схемы для него 

менее жестким. В работе [9] приведены оценки 

разности решений задач для параболического и 

гиперболического уравнений с малым парамет-

ром. В [10] предложен алгоритм повышения 

устойчивости явных схем путем адаптивного 

сглаживания при помощи спектрально-сингу-

лярного анализа. Однако в данном случае на 

каждом временном шаге необходимо находить 

сингулярное разложение траекторной матрицы 

решения, что может существенно замедлять 

вычисления. Поэтому при создании программ 

для многопроцессорных (многоядерных) си-

стем желательно иметь явные схемы, аппрок-

симирующие уравнение теплопроводности и 
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обладающие абсолютной устойчивостью. Счет 

по таким схемам не должен быть существенно 

медленнее счета по простым неявным схемам. 

В данной работе для достижения безуслов-

ной устойчивости счета предлагается исполь-

зовать регуляризацию решения, полученного 

на каждом временном шаге по классической 

явной разностной схеме, при помощи алго-

ритма Кули–Тьюки быстрого преобразования 

Фурье [11, 12]. При этом трудоемкость предла-

гаемых алгоритмов благодаря алгоритму 

Кули–Тьюки примерно равна трудоемкости 

метода прогонки. 

 

Описание метода. Задача Дирихле 

 

Рассмотрим начально-краевую задачу для 

простейшего уравнения теплопроводности: 
2

2
,

u u

t x

 
=

 
 x  [0, 1], u(0, t) = u(1, t) = 0,  

u(x, 0) = f(x).          (1) 

Ее аналитическое решение:  

( ) ( )
2 2

1

, sintk
k

k

u x t c kxe


−

=

=  ,  

где ( ) ( )
1

sink

k

f x kxc



=

=  . 

Введем равномерную пространственную 

сетку  
0

N

i i
x

=
 с шагом h = 1/N, содержащую  

N + 1 узел. 

Аппроксируем уравнение (1) на этой сетке в 

виде 

1 1

2

2i i i idu u u u

dt h

+ −− +
= ,  1 1i N  − ,  

u0 = uN = 0, ui(0) = f(xi), 

и запишем решение этой задачи: 

( ) ( )
1

2

1

, sin ,
N

t
k

i k i

k

u t kxx c e

−
−

=

=   

xi = ih, i  0  N, 

2 2

2

4
sin

2
k

k

Nh

 
 =  

 
, 

( ) ( )
1

1

2
sin

1

N

k i i

i

c f x kx
N

−

=

= 
−
 . 

Пусть 1
2

k

N


, тогда sin

2 2

k k

N N

  
 

 
 и 

2 2
2 2 2

2 2

4

4
k

k
k

h N


    , то есть только первые  

собственные элементы разностной аппрокси-

мации аппроксимируют дифференциальный 

оператор и поэтому необходимо правильно 

рассчитывать эволюцию во времени только  

нескольких первых низкочастотных компонент 
и подавлять рост высокочастотных. Это обсто-

ятельство, вероятно, впервые отмечено в [13]. 

Решением задачи (1) является ряд Фурье, и, со-

гласно А.Н. Тихонову [14, 15], для получения 

устойчивого решения задачи суммирования 
ряда Фурье следует заменить исходный ряд на 

регуляризированный:  

( ) ( ) ( )
2 2

1

, , sink t

k

k

u x t c r k kxe


−

=

=   ,  

где ( )
2 2

1
,

1
r k

k
 =

+
;  – параметр регуляри-

зации. Легко заметить, что устойчивое сумми-

рование ряда Фурье по Тихонову сводится к 

подавлению высших гармоник с ростом их но-

мера.  

Рассмотрим с этой точки зрения две класси-

ческие разностные схемы для задачи (1) пер-

вого порядка аппроксимации по  и h:  

условно устойчивую явную схему 

( )1

1 12
2n n n n n

i i i i iu u u u u
h

+

+ −


− = − +     (2) 

и абсолютно устойчивую неявную схему 

( )1 1 1 1

1 12
2n n n n n

i i i i iu u u u u
h

+ + + +

+ −


− = − + ,    (3) 

а также абсолютно устойчивую схему Кранка–

Николсон (схему с весами) второго порядка ап-

проксимации по  и h: 

( )

( )

1 1 1 1

1 12

1 12

2
2

2 .
2

n n n n n

i i i i i

n n n

i i i

u u u u u
h

u u u
h

+ + + +

+ −

+ −


− = − + +


+ − +

   (4) 

В момент времени t = n полагаем  
1

1

sin
N

n n

i k

k

ki
u a

N

−

=

 
=  

 
 . 

Тогда 
1

1 1

1

sin
N

n n

i k

k

ki
u a

N

−
+ +

=

 
=  

 
  и для схем  

(2)–(4) выполняются следующие соотношения: 

1 2

2
1 4 sin

2

n n

k k

k
a a

Nh

+     
= −  

  
,     (5) 

1

2

2
1 4 sin

2

n

n k

k

a
a

k

Nh

+ =
  

+  
 

,      (6) 

2

2
1

2

2

1 2 sin
2

1 2 sin
2

n n

k k

k

Nh
a a

k

Nh

+

  
−  

 
=

  
+  

 

.     (7) 

Из формулы (5) следует условие устойчиво-

сти явной схемы 
2

.
2

h   
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Построим три явные схемы, отличающиеся 
алгоритмами регуляризации. Предварительно 
введем обозначения для дискретных прямого и 
обратного регуляризованного преобразований 
Фурье: 

 
1

1

2
sin

1

N
n n n

k i i

i

ki
a F u u

N N

−

=

 
=   

−  
 ,   (8) 

 
1

1

1

sin
N

n n n

i R k k k

k

ki
u F a a r

N

−
−

=

 
=   

 
 .    (9) 

Схема 1. Введем параметр 1,  определя-

ющий качество аппроксимации собственного 
значения дифференциальной задачи собствен-
ным значением разностной. 

Поскольку ( )
2

1
sin 1 ,

2 2 6 2

k k k

N N N

    
 − +       

 

для устойчивости гармоник с k  k0 необходимо 
выбрать временной шаг интегрирования 

2

2 02sin
2

h

k

N

 
 

 
 

, где k0 определяется из нера-

венства 

2

0 6 ,
2

k

N

 
  

 
 то есть  

0

2
6

N
k

 
=   

.           (10) 

Квадратные скобки в формуле (10) озна-
чают целую часть числа.  

Для подавления высших гармоник на каж-
дом временном шаге сначала вычисляем про-
межуточные значения:  

( )1

1 12
2n n n n n

i i i i iu u u u
h

+

+ −


 = + − + . 

Затем находим дискретное преобразование 

Фурье:  1 1n n

k ib F+ +=   и, используя регуляризу-

ющие множители 

0

0

2

2

1, ,

1
, 1,

1 4 sin
2

k

k k

r k k N
k

Nh





=   −
   +    

 

вычисляем решение на n+1-м временном шаге: 

 1 1 1n n

i R ku F b+ − += . 

Строго говоря, предложенный алгоритм не 
делает явную схему абсолютно устойчивой, а 
только значительно ослабляет условие устой-
чивости. 

Схема 2. На каждом временном шаге 
строим дискретное преобразование Фурье раз-
ностной аппроксимации второй производной: 

( )1 12
2n n n n

i i i iw u u u
h

+ −


= − + ,  n n

k ib F w= , 

вычисляем регуляризованную вторую произ-

водную  1n n

i R kF b−
 =  с регуляризующими мно-

жителями 
2

2

1

4
1 sin

2

k
r

k

Nh

=
  

+  
 

 и в итоге нахо-

дим решение на n+1-м временном слое: 
1n n n

i i iu u+ = + .           (11) 

Данный алгоритм является явным, эквива-

лентным неявной схеме и абсолютно устойчи-

вым. Действительно, если положить 

 n n

i ia F u=  и  1 1n n

i ia F u+ += ,       (12) 

то при непосредственной подстановке (12)  

в (11) легко убедиться, что результатом алго-

ритма является соотношение (6). 

Схема 3. На каждом временном слое сна-

чала находим промежуточное решение: 

( )1

1 12
2

2

n n n n n

i i i i iu u u u
h

+

+ −


 = + − + , а затем пре-

образование Фурье промежуточного решения: 

 1 1 .n n

k ib F+ +=   После этого с помощью обрат-

ного регуляризованного преобразования Фурье 

вычисляем решение  1 1 1n n

i R ku F b+ − +=  на n+1-м 

временном слое. В данном случае регуляризи-

рующие множители определяются по формуле  

2

2

1

1 2 sin
2

k
r

k

Nh

=
  

+  
 

.  

Нетрудно убедиться в том, что при 

 n n

k ia F u=  и  1 1n n

k ia F u+ +=  из алгоритма сле-

дует соотношение 

2

2
1

2

2

1 2 sin
2

1 2 sin
2

n n

k k

k

Nh
a a

k

Nh

+

  
−  

 
=

  
+  

 

, 

совпадающее с соотношением (7). 

Алгоритм явной схемы является явным, аб-

солютно устойчивым и, хотя промежуточное 

решение не аппроксимирует исходное уравне-

ние, эквивалентным схеме Кранка–Николсон.  

Пример расчета. Задача Дирихле. Рас-

смотрим модельный пример задачи Дирихле: 
2

2
sin

u u x

t lx

   
= +  

   
,  

u(x, 0) = 0, u(0, t) = u(l, t) = 0. 

Задача имеет аналитическое решение: 

( )
22

, 1 sint
l

l x
u x t e

l

 
− 
 

     
= −         

. 

На рисунке 1а приведены графики аналити-

ческого u(x) и численного ui решений (основ- 
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ная вертикальная ось) и график относительной 

ошибки  = … в % (вспомогательная ось). Для 

расчета ui используется схема 3, временной шаг 

интегрирования в 105 раз превосходит макси-

мальный шаг, определяемый из классического 

условия устойчивости явной схемы, число про-

странственных узлов N = 256, временных ша-

гов 130. 

В данном случае аналитическое и числен-

ное решения практически совпадают. 

На рисунке 1б приведены графики аналити-

ческого и численного решений (основная вер-

тикальная ось) и график относительной 

ошибки в % (вспомогательная ось). Для счета 

использована схема 3, временной шаг интегри-

рования в 107 раз превосходит максимальный 

шаг, вытекающий из классического условия 

устойчивости явной схемы. В этом примере 

число пространственных узлов N = 256, вре-

менных шагов 130. Графики аналитического и 

численного решений резко отличаются, относи-

тельная ошибка везде составляет порядка 50 %. 

На рисунке 1 представлены результаты чис-

ленно устойчивого счета, однако разностная 

схема с временным шагом в 107*h2/2 плохо ап-

проксимирует дифференциальную задачу.  

В таблицах 1–3 приведены некоторые резуль-

таты сравнения численного и аналитического 

решений для схем 1–3. Для сравнения найдем 

максимальную относительную ошибку на 

сетке в момент T (в %): 

( )

( )

,
max 100, 0, ..., ,

,

h

i i

i

u x T u
i N

u x T

−
 =      (13) 

здесь u(xi, T) – аналитическое, а h

iu  – численное 

решение в момент времени Т в точке xi. В таб-

лице 1 приведены результаты счета по схеме 1. 

Здесь l = 2, N – размерность пространственной 

сетки, /0 – отношение шага интегрирования по 

времени к максимальному временному шагу, 

допускаемому условием устойчивости, nstep – 

количество выполненных временных шагов.  

В таблице 2 отражены некоторые результаты 

счета по схеме 2 при N = 256, в таблице 3 –  

результаты счета по схеме 3 при N = 256,  

nstep = 130. 

Приведенные в таблицах примеры демон-

стрируют абсолютную устойчивость явных 

разностных схем 2 и 3 и значительное ослабле-

ние условия устойчивости для схемы 1. 

Модификация метода для задачи Ней-

мана. Рассмотрим решение краевой задачи с 

однородными условиями Неймана на границах 

х = 0 и х = 1. В этом случае можно использовать 

построенные выше схемы, в которых доста-

точно заменить синус-преобразование Фурье 

на косинус-преобразование Фурье с теми же 

регуляризирующими множителями. Несколько 

более сложная ситуация возникает, если на од-

ном конце, например, при х = 0, задано условие 

Дирихле, а при x = l – условие Неймана. Вместо 

задачи (1) рассмотрим задачу 
2

2

u u

t x

 
=

 
,  

x  [0, 1], u(0, t) = 0, ( )1, 0,
u

t
x


=


 u(x, 0) = f(x). 

Ее аналитическое решение: 

( ) ( ) ( )( )
22 1 2

0

, sin 1 2 ,k t

k

k

u x t c k xe


− +

=

=  +  

 
 

а) 

 

 
 

б) 
 

Рис. 1. Аналитическое и численное решения  

и относительная ошибка в %, где временной 

шаг интегрирования превосходит  

максимальный: а) в 105, б) в 107 
 

Fig. 1. An analytical, numerical solution  

and a relative error in %, where an integration 

time step exceeds maximum: a) at 105, б) at 107 
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( ) ( )( )
0

sin 1 2 .k

k

f x c k x


=

=  +  

Схемы 1–3 можно применить, если исполь-

зовать дискретное преобразование Фурье по 

функциям 
( )1 2

sin .
k

i
N

 + 
 
 

 При этом, однако, 

неудобно применять алгоритм Кули–Тьюки 

быстрого преобразования Фурье. Гораздо 

удобнее симметричным образом продолжить 

решение и свести задачу к задаче Дирихле на 

отрезке удвоенной длины. В этом случае изме-

нения в схеме 1 коснутся дискретного преобра-

зования Фурье (8), (9), которое примет вид 

 
2 1

1

1
Ф sin

2

N
n n n

k i i

i

ki
a u u

NN

−

=

 
=   

 
 , 

 
2 1

1

1

Ф sin
2

N
n n n

i R k k k

k

ki
u a a r

N

−
−

=

 
=   

 
 . 

Для нахождения решения на каждом n+1-м 

временном слое сначала вычисляем промежу-

точное решение на сетке из 2N узлов: 

( )1

1 12
2n n n n n

i i i i iu u u u
h

+

+ −


 = + − + , 

1 1

1

n n

N i N i

+ +

+ + − =  , 1 .i N   
 

Далее при помощи алгоритма быстрого пре-

образования Фурье находим дискретное преоб-

разование Фурье  1 1Фn n

k ib + +=   и, используя 

регуляризирующие множители  
 

0

0

2

2

1, ,

1
,, 2 1

1 4 sin
4

k

k k

r k k N
k

Nh





=   −
   +    

 вычисляем 

 1 1 1Фn n

i R ku b+ − += , где i принимает значение от 1 

до N. Значение k0 определяется формулой (10). 

Граничное условие 0
u

x


=


 при x = l выполня-

ется на каждом временном слое, так как 
1 1

1

n n

N Nu u+ +

+ = . 

Схемы 2 и 3 модифицируются аналогичным 

образом. 

Пример расчета. Рассмотрим модельный 

пример: 
2

2
sin

2

u u x

t lx

   
= +  

   
, u(0, t) = 0,  

Таблица 1 

Результаты счета по схеме 1 

Table 1 

Calculation results according to scheme 1 
 

N  k0 /0 nstep  

256 0.01 28 34.214 1 900 1.8016 

256 0.001 8 415.345 156 5.734144* 

256 0.0001 2 6640.518 979 1.36107*10-3 

4096 0.01 451 33.765 496 4.956*10-4 

4096 0.001 142 337.546 49 4.955*10-3 

4096 0.0001 45 3358.136 4 993 1.771*10-3 

4096 0.00001 14 34691.913 483 1.8202*10-2 

 

Таблица 2 

Результаты счета по схеме 2 (N = 256) 

Table 2 

Calculation results according to scheme 2 (N = 256) 
 

/0 500 1 000 5 000 50 000 500 000 5 000 000 

nstep 156 156 156 130 130 130 

 2.99*10-2 8.79*10-4 1.26*10-3 1.26*10-3 1.26*10-3 1.26*10-3 

 

Таблица 3 

Результаты счета по схеме 3 (N = 256, nstep = 130) 

Table 3  

Calculation results according to scheme 3 (N = 256, nstep = 130) 
 

/0 103 105 106 107 

 1.288605*10-3 1.264857*10-3 0.104299 50.398068 
 



Программные продукты и системы / Software & Systems                 36(2), 2023 

 277 

( ), 0
u

l t
x


=


, u(x, 0) = 0. 

Эта задача имеет аналитическое решение: 

( )

2
2

22
, 1 sin

2

t
ll x

u x t e
l

 
− 
 

     
 = −   

     
 

. 

На рисунке 2 приведены графики аналити-

ческого и численного решений этой задачи (ос-

новная вертикальная ось) и график относитель-

ной ошибки в % (вспомогательная ось). Для 

счета также использована схема 3, временной 

шаг интегрирования в 105 раз превосходит мак-

симальный шаг, вытекающий из условия 

устойчивости явной схемы. В этом примере 

256 пространственных узлов и 156 временных 

шагов. Графики аналитического и численного 

решений практически сливаются. 

Некоторые результаты счета этой задачи по 

схеме 1 приведены в таблице 4, по схеме 2 –  

в таблице 5, по схеме 3 – в таблице 6. Число 

пространственных узлов N = 256, временных 

шагов 156. 

Упрощение регуляризации. Данные, приве-

денные в таблицах 1–6, свидетельствуют об 

устойчивости счета по схемам 1–3. Заменой 

пространственных переменных реальная за-

дача может быть сведена к приведенным схе-

мам. Для многих квазилинейных уравнений 

эти замены необходимо делать на каждом вре- 

менном шаге и при этом пересчитывать регуля-

ризирующие множители. Для упрощения про-

цедуры пересчета воспользуемся тем, что 

sin
2 2

k k

N N

    
   

   
 и экстраполяция для всех k со-

отношения sin
2 2

k k

N N

  
 

 
, справедливого при 

1
2

k

N


, приведет к более сильному подавле-

нию высших гармоник разложения Фурье. По-

этому вместо регуляризирующего множителя 

2

2

1

4
1 sin

2

k
r

k

Nh

=
  

+  
 

 полагаем 
2 2

2 2

1

4
1

4

k
r

k

h N

= =


+

 

2 2

2

1

1 k
l

=


+ 

. 

Таким образом, используем регуляризирую-

щий множитель Тихонова с параметром регуля-

ризации 
2l


 = , где l = h*N – длина интервала. 

Пример расчета приведен в таблицах 

(http://www.swsys.ru/uploaded/image/2023-2/ 

2023-2-dop/12.jpg), где сравниваются числен-

ное и аналитическое решения при использова-

нии последних регуляризирующих множите-

лей. 

 
 

Рис. 2. Аналитическое и численное решения  

модельного примера и график относительной ошибки в %  

 

Fig. 2. Analytical and numerical solutions  

of the model example (main vertical axis)  

and a relative error graph in % (auxiliary axis) 
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Заключение 
 

Результаты счета свидетельствуют об абсо-

лютной устойчивости модифицированных ал-

горитмов явной разностной схемы. Расхожде-

ние между численным и аналитическим реше-

ниями крайне незначительное даже при 

большом числе временных шагов и существен-

ном превышении порогового (по условиям 

устойчивости классической явной схемы) зна-

чения временного шага интегрирования. 

Необходимость прямого и регуляризован-

ного обратного быстрого преобразования 

Фурье на каждом временном шаге делает ис-

пользование предлагаемых схем примерно 

настолько же эффективным, как и простых не-

явных схем в последовательных программах. 

Однако абсолютная устойчивость этих явных 

схем для уравнения теплопроводности позво-

ляет широко применять их для параллельных 

вычислений.  
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Abstract. The paper considers the possibility of constructing a simple and absolutely stable explicit difference scheme  

for the heat equation. Due to the too rigid stability condition, the invention of the sweep method for solving SLAE with 

three diagonal matrices, and splitting schemes, absolutely stable implicit schemes forced out explicit schemes for the heat 

equation of programming practice. However, implicit schemes are poorly parallelized. Therefore, programs for solving 

problems of heat conduction, diffusion, underground hydrodynamics, etc. on huge spatial grids using multiprocessor com-

puting systems require using explicit difference schemes. This is especially true for multiprocessor systems of teraflop and 

higher performance that combine hundreds of processors. In this case, explicit schemes must be absolutely stable or, in the 

extreme case, their stability condition must be no more stringent than the same for hyperbolic equations. The paper proposes 

modifications of explicit difference schemes that approximate a parabolic equation and have absolute countable stability. 

Countable stability of a solution obtained at each time step by the classical explicit scheme is achieved by the fast Fourier 

transform and the subsequent Fourier synthesis with Tikhonov regularization. When calculating the direct and inverse 

Fourier transforms, the author used the Cooley–Tukey algorithm of the fast Fourier transform. There are the results of 

comparing numerical calculations of model problems with analytical solutions. The absolute stability of the proposed ex-

plicit schemes for the heat equation allows their wide use for parallel computations. 

Keywords: explicit schemes, heat conduction equation, regularization, Fourier transform 
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