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В работе описан программный комплекс для компьютерного моделирования процессов парамет-

рической идентификации одномерных математических моделей конвективно-диффузионного пере-

носа с постоянными коэффициентами в условиях зашумленных измерений. Реализованные в про-

граммном комплексе методы параметрической идентификации основаны на переходе от математи-

ческой модели, описываемой уравнениями в частных производных с начальным и граничными 

условиями, к модели, описываемой линейной дискретной стохастической системой в пространстве 

состояний с зашумленными измерениями, с последующим применением к данной системе методов 

оптимальной дискретной фильтрации и параметрической идентификации.  

Программный комплекс написан на языке MATLAB и представляет собой набор функций и 

скриптов, предназначенных для построения конечно-разностной сетки, дискретизации исходной за-

дачи, построения решения исходной задачи методом конечных разностей, моделирования экспери-

ментальных данных, численной идентификации граничных условий, идентификации скорости кон-

векции и коэффициента диффузии, а также выполнения различных вспомогательных операций, та-

ких как визуализация результатов, проведение численных экспериментов и др. 

Идентификация граничных условий выполняется при помощи алгоритма С. Гиллийнса и Б. Мура 

одновременного оценивания вектора состояния и неизвестного вектора входных воздействий линей-

ной динамической системы. Идентификация скорости конвекции и коэффициента диффузии выпол-

няется при помощи минимизации критерия идентификации, взятого в виде логарифмической функции 

правдоподобия, которая строится на основе величин, вычисляемых фильтром Калмана. Минимизация 

критерия идентификации выполняется с помощью функций системы MATLAB для безградиентной и 

градиентной оптимизации.  

Приводятся подробное описание программного комплекса и результаты компьютерного моде-

лирования, подтверждающие работоспособность алгоритмов. 

Ключевые слова: конвективно-диффузионный перенос, граничные задачи, дискретная линейная 

стохастическая модель, параметрическая идентификация, оптимальное оценивание, MATLAB.  
 

Для описания различных природных и 

технических процессов широко использу-

ются математические модели тепломассопе-

реноса [1, 2]. Для данных моделей актуаль-

ными являются задачи идентификации их па-

раметров по результатам измерений значений 

искомой функции в отдельных точках рас-

сматриваемой области. Такого рода задачи 

называются обратными и в общем случае от-

носятся к некорректно поставленным задачам 

математической физики [3]. Для практиче-

ских приложений традиционными методами 

решения этих задач являются экстремальные 

постановки с последующей параметрической 

идентификацией, однако возможности при-

менения данных методов в системах, работа-

ющих в реальном времени, существенно 

ограничены по причине большого объема вы- 

числений.  

В ряде работ отечественных и зарубежных 

авторов для решения обратных задач тепло-

массопереноса предлагается использовать  

рекуррентные методы параметрической 

идентификации, основанные на алгоритмах 

оптимальной дискретной фильтрации (пре-

имущественно калмановского типа).  

Данные методы показали свою эффектив-

ность при решении задач температурной диа-

гностики двигателей и паровых турбин [4–7], 

нестационарной теплометрии [8–11], конвек-

тивной диффузии [12]. В работах [13, 14] при-

водятся примеры применения различных мо-

дификаций фильтра Калмана и фильтра ча-

стиц к задачам теплопереноса. Применение 
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данных методов требует проведения исследо-

ваний относительно устойчивости, сходимо-

сти и оценки погрешностей получаемых ре-

зультатов. В связи с этим актуальной явля-

ется задача разработки ПО для проведения 

соответствующих исследований. Следует 

также заметить, что численная эффектив-

ность реализации рекуррентных методов па-

раметрической идентификации в определен-

ных случаях может существенно зависеть от 

эффективности программной реализации со-

ответствующих методов оптимальной дис-

кретной фильтрации. 
В данной работе описывается програм- 

мный комплекс, предназначенный для мо- 
делирования процессов параметрической 
идентификации математических моделей 
конвективно-диффузионного переноса, в ко-
тором реализованы алгоритмы параметриче-
ской идентификации, предложенные в рабо- 
тах [15–18].  

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим одномерную модель конвек-

тивно-диффузионного переноса с постоян-
ными коэффициентами, заданную следую-
щими уравнениями: 

2

2
,   , 0 ,

c c c
v a x b t

t x x

  
+ =      +

  
   (1) 

( ) ( ), 0 ,  ,c x x a x b=           (2) 

( ) ( ), , 0 ,c a t f t t=   +        (3) 

( ) ( ), , 0c b t g t t=   +        (4) 
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( ) ( ) ( ), , , 0 ,
c

b t c b t g t t
x


= − −   +  

 (4) 

где x – пространственная координата; t – 
время; a и b – границы рассматриваемого от-
резка; c(x, t) – искомая функция, например, 
концентрация загрязняющего вещества в по-
токе жидкости в точке с координатой x в мо-

мент времени t; v – скорость конвекции;  – 
коэффициент диффузии; (2) – начальное 

условие; (3), (4), (4) – граничные условия. Та-
ким образом, рассматривается задача либо с 
граничными условиями первого рода, либо со 
смешанными граничными условиями пер-
вого и третьего рода. 

Задача параметрической идентификации 

модели (1)–(4) ((1)–(4)) состоит в определе-
нии коэффициентов v и α в уравнении (1), а 
также функций f(t) и g(t) в граничных усло-
виях по результатам зашумленных измерений 
искомой функции в отдельных точках рас- 

сматриваемого отрезка в различные моменты 
времени. 

 

Дискретизация модели 
 

Для решения поставленной задачи перей-
дем от исходной непрерывной модели к дис-
кретной, описываемой линейной динамиче-
ской системой в пространстве состояний с за-
шумленными измерениями, которая в общем 
случае имеет следующий вид: 
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где ck  ℝn – вектор состояния системы; uk  

ℝr – вектор входных воздействий; zk  ℝm – 

вектор измерений; Fk  ℝn×n, Bk  ℝn×r,  

Gk  ℝn×q, Hk  ℝm×n – матрицы; wk  ℝq и  

ξk  ℝm – шумы, образующие независимые 
нормально распределенные последователь-
ности с нулевым математическим ожиданием 
и ковариационными матрицами Q ≥ 0 и R > 0. 

Дискретизируя исходную модель в про-
странственно-временной области на сетке 

,  ,  0,1, , ,  0,1, ,  ,i kx a i x t k t i N k K= +  =  =  =   

в случае граничных условий (3) и (4) полу-
чаем дискретную линейную динамическую 
систему: 
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а в случае граничных условий (3) и (4): 
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Системы (5) и (5) являются детерминиро-
ванными (шум wk в объекте отсутствует) дис-
кретными линейными динамическими систе-
мами, в которых граничные условия входят в 
двумерный (r = 2) вектор входных воздей-
ствий uk. Коэффициенты в матрицах систем 

(5) и (5) имеют следующий вид:  
a1 = r1 + r2, a2 = 1 – 2r2, a3 = r2 – r1,  

4 5

1
, 

1 1

x
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x x


= =

+ +
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где 
1 2 2

, 
2

v t t
r r

x x

 
= =

 
, ∆x – пространственный 

шаг сетки; ∆t – временной шаг сетки, а сами 
матрицы являются постоянными (Fk = F,  
Bk = B). 

В системе (5) n = N – 1 вектор состояния 
ck состоит из всех внутренних узлов про-

странственной сетки, а в системе (5) n = N 
вектор состояния ck состоит из всех внутрен-
них узлов пространственной сетки и правой 
границы. 

Добавим к уравнениям (5) и (5) модель из-
мерителя в виде уравнения зашумленных изме-
рений: 

1 1 1
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где H  ℝm×n – матрица измерений (структура 
измерителя); m – количество измеряемых 
компонент вектора состояния. 

Для решения задачи параметрической 
идентификации полученных дискретных мо-

делей (5), (6) и (5), (6) может быть применен 
богатый арсенал методов оптимальной дис-
кретной фильтрации и параметрической 
идентификации. 

 
Описание программного комплекса 

 
Программный комплекс реализован на 

языке MATLAB в виде набора скриптов и 
функций, позволяющих решать задачи 

− дискретизации модели и моделирова-
ния экспериментальных данных; 

− идентификации граничных условий; 

− идентификации коэффициентов кон-
векции и диффузии. 

Рассмотрим эти задачи подробнее. 
Дискретизация модели и моделирование 

экспериментальных данных. Для представ-
ления исходной модели используются следу-
ющие структуры: pde – коэффициенты урав-
нения, domain – область изменения перемен-
ных, ic – начальное условие, bc – граничные 
условия, bct – типы граничных условий, а для 
ее дискретизации: grid – пространственно-
временная сетка, lds – линейная динамиче-
ская система. 

В структуре grid хранится информация о 
количестве узлов, узлах и шагах сетки, а в 
структуре lds – матрицы F и B.  

Построение сетки выполняется с помо-
щью функции grid = compute_grid(pde,  
domain, nX, nT), где nX, nT – число узлов по 
соответствующим переменным (в случае от-
сутствия аргумента nT число узлов по пере-
менной t вычисляется автоматически из усло-
вия сходимости конечно-разностной схемы). 

Дискретизация исходной модели выпол-
няется при помощи функции lds =  
= pde2lds(pde, bc, bct, grid). 

Для моделирования процесса измерений 
используется структура sens, хранящая ин-
формацию о матрицах H и R. Измеритель за-
дается с помощью функции sens = sensor(bct, 
nX, variance, problemtype), где variance – дис-
персия шума в измерителе; problemtype – 
строковый параметр, определяющий вид мат-
рицы H. 

Моделирование процесса измерений осу-
ществляется путем последовательного реше-
ния исходного уравнения конечно-разност-
ным методом и зашумления значений реше-
ния в выбранных точках. Для этой цели 
используются следующие функции: 

solution = solve_findiff(pde, ic, bc, bct, grid), 
Z = measure(solution, bct, sens), 

в результате чего получаются численное ре-
шение исходной задачи solution в виде мат-
рицы размера K×N и матрица результатов из-

мерений Z  ℝm×K, в которой по столбцам хра-
нятся векторы измерений zk, k = 1, 2, …, K. 

Рассмотрим процесс дискретизации ис-
ходной модели и моделирования процесса из-
мерений на примере следующей задачи: 

2

2
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c c c
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t x x
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( ), 0 0, 0 1,c x x=           (8) 

( )0, sin3 ,  0 ,c t t t=    +       (9) 

( ) ( )1, 1, , 0 .
c

t c t t t
x


= − −   +  

  (10) 

В данном случае рассматривается задача 

со смешанными граничными условиями вида 

(1), (2), (3), (4), где v =2,  =1, φ(x) = 0,  
f(t) = |sin 3πt|, g(t) = t, λ = 1.  

Приведем содержимое скрипта run_prob-

lem_demo с описанием модели (7)–(10): 
  

pde.v = 2;        % convection speed 
pde.alpha = 1;    % diffusion coefficient 
  
domain.a = 0;     % left x bound 
domain.b = 1;     % right x bound 
domain.Tmin = 0;  % start time 
domain.Tmax = 1;  % stop time 
  
ic.f = @ic_f;     % initial condition function 

bc.f1 = @bc_f1;   % left boundary condition function 

bc.c1 = 1.0;      % left boundary condition constant 

bc.f2 = @bc_f2;   % right boundary condition function 

bc.c2 = 1.0;      % right boundary condition constant 

  
bct.t1 = 1;       % left boundary condition type 
bct.t2 = 3;       % right boundary condition type 

  
nX = 6;           % number of x-grid points 
variance = 0.02^2;% noise variance 
  
grid = compute_grid(pde, domain, nX); 
lds = pde2lds(pde, bc, bct, grid); 
sens = sensor(bct, nX, variance, 'bc'); 
solution = solve_findiff(pde, ic, bc, bct, grid); 

Z = measure(solution, bct, sens); 
  
print_grid(grid); 
print_lds(lds); 
print_sensor(sens); 
  
plot_conditions(ic, bc, bct, grid); 
plot_solution(solution, grid); 
plot_measurements(bct, grid, sens, Z); 

 

В скрипте выполняется дискретизация за-
дачи на сетке с 6 пространственными узлами 
(количество узлов по переменной t вычисля-
ется автоматически и равно 101), а затем мо-
делируется процесс зашумленных измерений 
решения с дисперсией шумов 0.022.  

Для корректной работы скрипта пользова-
телем должны быть в отдельных файлах 
предварительно реализованы функции ic_f, 
bc_f1 и bc_f2 с описанием начального и гра-
ничных условий. Например, функция, описы-
вающая правое граничное условие, реализо-
вана в файле bc_f1.m следующим образом: 

 

function c = bc_f1(t) 

c = abs(sin(3*pi*t)); 

end 

В результате работы скрипта построены:  
– конечно-разностная сетка 
nX = 6 

nT = 101 

xGrid = 0:0.2:1 

tGrid = 0:0.01:1 

– линейная динамическая система 
F(5x5): 

    0.5000    0.2000         0         0         0 

    0.3000    0.5000    0.2000         0         0 

         0    0.3000    0.5000    0.2000         0 

         0         0    0.3000    0.5000    0.2000 

         0         0    0.2500    0.4167    0.1667 

 

B(5x2): 

    0.3000         0 

         0         0 

         0         0 

         0         0 

         0    0.1667 

– измеритель  
H(2x5): 

     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1 
 

R(2x2): 

   1.0e-03 * 

 

    0.4000         0 

         0    0.4000 

Графики решения, полученного методом 

конечных разностей и смоделированных из-

мерений, приведены на рисунках 1 и 2 соот-

ветственно. 

Идентификация граничных условий.  

В программном комплексе реализован метод 

численной идентификации функций f(t) и g(t), 

 
 

Рис. 1. График решения задачи (solution) 
 

Fig. 1. The solution graph (solution) 

 

 
 

Рис. 2. Зашумленные измерения (Z) 
 

Fig. 2. Noised measurements (Z) 
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входящих в граничные условия, на основе  

алгоритма С. Гиллийнса и Б. Мура одновре-

менного оптимального оценивания вектора 

состояния и неизвестного вектора входных 

воздействий [19]. Особенностью данного ал-

горитма является то, что ему не требуется 

априорная информация о виде входных воз-

действий. Подробно применение данного ал-

горитма к задаче идентификации граничных 

условий модели конвективно-диффузион-

ного переноса описано в работах [16, 17]. 

Алгоритм идентификации граничных 

условий реализован в виде функции [estSol, 
estBCF2, PHistory, PUHistory] = bc_id_gm(ic, 

bct, grid, lds, sens, Z). 

Для работы алгоритма необходимы пред-

варительная дискретизация задачи и измере-

ние значений решения в узлах пространствен-

ной сетки, соответствующих первому и по-

следнему элементам вектора состояния (в 

случае условий первого рода это будут вто-

рой и предпоследний узлы, а в случае усло-

вий первого и третьего рода – второй и по-

следний узлы сетки).  

Выходными аргументами функции явля-

ются: estSol – оценка решения в узлах про-

странственно-временной сетки; estBCF2 – 

оценка значений функции в граничном усло-

вии третьего рода; PHistory – ковариации 

ошибок оценивания вектора состояния;  

PUHistory – ковариации ошибок оценивания 

вектора входных воздействий. 
estSol представляет собой матрицу того же 

размера, что и матрица численного решения 

solution, полученного по методу конечных 

разностей. В случае, когда решается задача 
идентификации с двумя граничными услови-

ями первого рода, их оценка сохраняется в 

первом и последнем столбцах estSol (вектор 

estBCF2 при этом является пустым), а в 

остальных столбцах хранятся оценки вектора 
состояния. Если решается задача с условиями 

первого и третьего рода, их оценки сохраня-

ются соответственно в первом столбце estSol 

и векторе estBCF2, а в остальных столбцах 
хранятся оценки вектора состояния. В матри-

цах PHistory и PUHistory по столбцам хра-

нятся ковариации ошибок оценивания век-

тора состояния и измерений соответственно, 

характеризующие качество получаемых оце-
нок. 

Для запуска процесса идентификации гра-

ничных условий имеется скрипт run_bc_id_gm, 

содержимое и параметры которого для задачи 

(7)–(10) аналогичны приведенному ранее 

скрипту, но с добавлением после моделирова- 

ния измерений вызова функции bc_id_gm и ви-

зуализацией получаемых результатов. На ри-

сунках 3–6 приведены некоторые результаты 

его работы. 
Идентификация коэффициентов кон-

векции и диффузии. В программном ком-
плексе реализованы несколько методов иден-
тификации коэффициентов уравнения (1), 
описанных в работах [15] и [18]. Данные ме-
тоды основаны на поиске значений парамет-
ров v и α, минимизирующих критерий иденти-
фикации, который задается в виде логарифми-
ческой функции правдоподобия и строится на 
величинах, вычисляемых фильтром Калмана: 
векторе невязок измерений и на его ковариа-
ционной матрице (см., например, [20]). 

Для вычисления значений критерия иден-
тификации реализованы две функции: 
LR = kf_lr(theta, bc, bct, grid, sens, phi, f1, f2, Z), 
[LR, LRG] = kf_lr_grad(theta, bc, bct, grid, sens, 
phi, f1, f2, Z). 

Первый аргумент обеих функций – вектор 

значений параметров θ = [v, ]. Вторая функ-

ция отличается от первой дополнительным 

вычислением градиента функции правдопо-

добия.  

На рисунке 7 для задачи (7)–(10) приведен 

результат выполнения скрипта exp_plot_kf_lr, 

предназначенного для построения и визуали-

зации критерия идентификации в заданной 

пользователем области изменения перемен-

ных. 

Минимизация критерия идентификации 

может выполняться различными функциями 

MATLAB, предназначенными для минимиза-

ции функций нескольких переменных. В про-

граммном комплексе для этих целей исполь-

зуются функции simulannealbnd (Simulated 

Annealing – метод имитации отжига), ga 

(Genetic Algorithm – генетический алгоритм) 

и fmincon (условная минимизация). Первые 

две функции являются безградиентными ме-

таэвристическими методами оптимизации, и 

в них в качестве целевой функции использу-

ется функция kf_lr. Функция fmincon может 

использоваться как с градиентной (kf_lr_ 

grad), так и с безградиентной (kf_lr) версией 

функции вычисления значений критерия 

идентификации (во втором случае градиент 

целевой функции аппроксимируется самой 

функцией fmincon). 

Для идентификации коэффициентов урав-

нения в программном комплексе реализо- 

ваны функции coef_id_ga, coef_id_sa, 
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coef_id_fmincon и coef_id_fmincon_grad с уни-

фицированным интерфейсом. Приведем при-

мер реализации функции coef_id_sa: 
 

function theta = coef_id_sa(ic, bc, bct, grid, 

sens, saOptions, LB, UB, Z, theta0) 
 
vLB = LB(1); 
vUB = UB(1); 
alphaLB = LB(2); 
alphaUB = UB(2); 
  

phi = ic.f(grid.xGrid); % phi(x) 
f1 = bc.f1(grid.tGrid); % f(t) 
f2 = bc.f2(grid.tGrid); % g(t) 
  
if nargin < 10 
    v0 = vLB + 0.5*(vUB-vLB); 
    alpha0 = alphaLB + 0.5*(alphaUB-alphaLB); 
    theta0 = [v0 alpha0]; 
end 
  
objFnc = @(theta) kf_lr(theta, bc, bct, grid, 

sens, phi, f1, f2, Z); 

  

[theta, fval, exitflag, output] = simulan-

nealbnd(objFnc, theta0, [vLB alphaLB],  

[vUB alphaUB], saOptions); 

  
end 

Описание исходной задачи, настройка па-

раметров и вызов нужного алгоритма выпол-

няются в скриптах run_coef_id_ga, 

run_coef_id_sa, run_coef_id_fmincon и 

run_coef_id_fmincon_grad. Представим фраг-

мент скрипта run_coef_id_sa и результат его 

выполнения (идентифицированные значения 

параметров v и ): 
 

... 

vLB = 0;          % convection speed lower bound 

vUB = 5;          % convection speed upper bound 

alphaLB = 0;      % diffusion coefficient lower 

bound 

alphaUB = 5;      % diffusion coefficient upper 

bound 

  

saOptions = saoptimset('simulannealbnd'); 

 

 
 

Рис. 3. Оценка решения (estSol) 
 

Fig. 3. The solution estimate (estSol) 
 

 
 

Рис. 4. Функция f(t) и ее оценка (estSol(:,1)) 
 

Fig. 4. f(t) and its estimate (estSol(:,1)) 
 

 
 

Рис. 5. Функция g(t) и ее оценка (estBCF2) 
 

Fig. 5. g(t) and its estimate (estBCF2) 

 

 
 

Рис. 6. Ковариации ошибок оценивания  

граничных значений (вектора uk) 

Fig. 6. Covariances of errors in estimating  

boundary values (vector uk) 
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saOptions = saoptimset(saOptions, 'TimeLimit', 

Inf); 

saOptions = saoptimset(saOptions, 'MaxIter', 

Inf); 

saOptions = saoptimset(saOptions, 'Reanneal-

Interval', 100); 

saOptions = saoptimset(saOptions, 'StallIterLim-

it', 100); 

saOptions = saoptimset(saOptions, 'MaxFunEvals', 

Inf); 

saOptions = saoptimset(saOptions, 'Display', 

'off'); 

saOptions = saoptimset(saOptions, 'DisplayInter-

val', 1); 

saOptions = saoptimset(saOptions, 'OutputFcn', 

@sa_out); 

  

grid = compute_grid(pde, domain, nX); 

solution = solve_findiff(pde, ic, bc, bct, 

grid); 

  

sens = sensor(bct, nX, variance, 'coef'); 

Z = measure(solution, bct, sens); 

  
theta = coef_id_sa(ic, bc, bct, grid, sens, 

saOptions, [vLB alphaLB], [vUB alphaUB], Z); 

  
disp(['v = ', num2str(theta(1),15), ', alpha = 

', num2str(theta(2),15)]); 

 

... 

 

>> run_coef_id_sa 

v = 1.94311777853335, alpha = 0.989708385847537 

 

Заключение 
 

В статье описан программный комплекс, 

предназначенный для моделирования про-

цессов параметрической идентификации од-

номерных моделей конвективно-диффузион-

ного переноса с постоянными коэффициен-

тами, в котором реализованы методы 

параметрической идентификации коэффици-

ентов и граничных условий математической 

модели.  

Помимо основных функций параметриче-

ской идентификации и различных вспомога- 

тельных функций, в программном комплексе 

реализованы скрипты, упрощающие решение 

задач параметрической идентификации, а 

также используемые для проведения серий 

экспериментов по исследованию статистиче-

ских свойств реализованных алгоритмов 

(например, точности и времени идентифика-

ции). 

Данный программный комплекс может 

служить удобным средством для разработки 

и исследования новых алгоритмов парамет-

рической идентификации и оптимального 

оценивания моделей конвективно-диффузи-

онного переноса на основе алгоритмов опти-

мальной дискретной фильтрации. В настоя-

щее время авторами ведется работа по созда-

нию и реализации новых алгоритмов 

параметрической идентификации. 
 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Ульяновской области  

в рамках научного проекта № 19-41-730009. 
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Abstract. The paper describes a software package for computer modeling of parameter identification 

processes of one-dimensional mathematical models of convection-diffusion transfer with constant coeffi-

cients under noisy measurement conditions. The parameter identification methods implemented in the soft-

ware package are based on the transition from a mathematical model described by partial differential equa-

tions with initial and boundary conditions to a model described by a linear discrete stochastic system in the 

state space with noisy measurements followed by the application of optimal discrete filtering and parameter 

identification methods to this system. 

The software package is written in MATLAB and is a set of functions and scripts for constructing a 

finite-difference grid, discretizing the original problem, constructing a solution to the original problem by 
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the finite difference method, modeling experimental data, numerical identification of boundary conditions, 

identification of the convection velocity and diffusion coefficient, as well as performing various auxiliary 

operations, such as: visualization of results, conducting numerical experiments, etc. 

The identification of boundary conditions is performed using the algorithm of S. Gillijns and B. Moore 

for simultaneous estimation of the state vector and the unknown control vector of a linear dynamic system. 

The identification of the convection velocity and the diffusion coefficient is performed by minimizing the 

identification criterion taken in the form of a logarithmic likelihood function based on the values calculated 

by the Kalman filter. The minimization of the identification criterion is performed using the functions of 

the MATLAB system for gradient-free and gradient optimization. 

The paper gives a detailed description of the software package and the results of computer modeling 

confirming the operability of the algorithms. 

Keywords: convection-diffusion transfer, boundary problems, discrete linear stochastic model, param-

eter identification, optimal estimation, MATLAB. 
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