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В статье рассматривается вопрос управления процессом выделения мощности в заданном сечении вторичного тела 
от токов, наведенных индуктором. Данное управление может быть применено в ряде технологий дефектоскопии, 
нагрева массивных объектов с помощью индукционных токов. Индуктор содержит управляемые источники напряже-
ния, а система управления процессом должна обеспечивать возможность идентификации параметров объекта воздей-
ствия (вторичного тела) с целью фиксации и оценки эффективности результата энергетического воздействия.  

Для математического описания электромагнитных процессов в индукторе используется представление объекта 
длинной линией с распределенными параметрами. Математический аппарат, выбранный для решения задачи, преду-
сматривает замену переменной с целью обнуления граничных условий. Распределение модуля напряжения вдоль ли-
нии в зависимости от времени найдено с использованием разложения напряжения, введенных новых переменных в 
ряд Фурье, с целым числом полуволн нечетной синусоидальной функции. Определяется баланс по амплитудам дис-
кретного и непрерывного разложений в ряд на выбранном разработчиком интервале рабочих частот. Принимается во 
внимание соотношение частота источника напряжения–длина волны напряжения вдоль линии.  

В алгоритме реализуется контроль точности в представлении распределения напряжения вдоль длинной линии в 
процессе решения задачи с возможностью использования в качестве управляющего устройства микроконтроллера. 
Рост числа элементов ряда ведет к усложнению ПО контроллера, управляющего источниками. Зная длину линии и 
требуемую точность, можно оптимально управлять числом ряда разложения, меняя частоту источников. Решение за-
дачи и тест алгоритма проведены с использованием математического пакета Maple. Результат иллюстрируется чис-
ленным примером поиска распределения напряжения с заданным рассогласованием напряжений на концах линии по 
фазе, частоте и амплитуде отдельно. Приведенное математическое обеспечение является составной частью ПО кон-
троллера управления технологическим процессом. 

Ключевые слова: длинная линия, распределенные сопротивления, граничные условия, ряд Фурье, микроконтрол-

лер, программное обеспечение. 
 

Технологический процесс передачи мощности 
от индуктора к вторичному телу с укрупненной 
блок-схемой ПО представлен на рисунке 1. В мас-
сиве вторичного тела (верхняя часть рисунка) необ-
ходимо обеспечить управляемый процесс позицио-
нирования области выделения максимальной мощ-
ности, например, мощности разогрева вторичного 
тела токами Фуко [1–5]. Для наглядности показана 
пиктограмма перемещения экстремума мощности 
(P) вдоль линейной координаты (x). В первичном 
контуре (индукторе) этим максимумам мощности 
соответствуют пучности напряжения u(x, t) в длин-
ной линии. Энергия в индуктор поступает от двух 
управляемых источников напряжения E1(t) и E2(t) с 
управляемым вектором: амплитуда (A), частота () 
и фаза () для каждого: 
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В качестве отклика объекта на энергетическое 
воздействие контроллером воспринимается вектор 
напряжений и токов в конце и начале линии (длина 
линии l, источник не идеален – имеет внутреннее 
сопротивление): 

   

   

0,  ,  0,  ;

,  ,  ,  .

u t i t

u l t i l t





        (2) 

Векторы (2) используются для оценки качества 
энергетического воздействия на вторичное тело че-
рез идентификацию его параметров (блок 4 ПО 
микроконтроллера (C), рис. 1). Кроме того, ПО C 
включает три блока (1–3) с традиционными функ-
циями организации алгоритма управления: ини- 
циализации аппаратных средств C, выработки 
стратегии управления и математической модели 
процесса. Рассмотрим подробно математическую 
модель, положенную в основу ПО блока 3 (рис. 1). 

Как известно, телеграфные уравнения описы-
вают электромагнитные процессы во времени (t)  
и пространстве (x) в длинных линиях – линиях с 
распределенными параметрами [6–9]. Решение 
уравнений находят во временной области с исполь-
зованием разложения в ряд Фурье напряжений ис-
точников на концах линии и математического ап-
парата комплексных переменных. Есть трудности в 
учете начальных условий на концах линии, в том 
числе и при использовании прямого решения диф-
ференциальных уравнений двух переменных во 
временной области [10–13]. Предлагается метод 
решения телеграфных уравнений для двух регули-
руемых источников напряжения на концах линии. 
При решении уравнений предполагается возмож-
ность управления точностью процесса вычисле- 
ний. В этом смысле метод близок к численным про- 
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цедурам и хорошо адаптируется к средствам управ-
ления, выполненным на базе микроконтроллера. 

Расчетная схема для линейного фрагмента dx 
длинной линии l изображена на рисунке 1 в блоке 
«индуктор». Через R, L, C, Y обозначены, соответ-
ственно, распределенные активное сопротивление, 
индуктивность, емкость и проводимость, i(x, t) и 
u(x, t) – ток и напряжение. 

Управление положением пучностей и узлов из-
лучения планируется осуществлять двумя управля-
емыми источниками напряжения E1(t) и E2(t), под-
ключенными к концам линии: 
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2 2 2 2 2
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Законы изменения напряжения на источниках 
взаимозависимы, формируются микроконтролле-
ром µС при сопоставлении технологического зада-
ния (местоположение узлов и пучностей излуче- 
ния – блок 2 (рис. 1)) и управляемых характеристик 
источников напряжения – их амплитуд (A1, A2), ча-
стот (ω1, ω2) и фаз (φ1, φ2).  

Таким образом, систему регулирования поло-
жения пучностей и узлов излучения можно опреде-
лить как систему регулирования по управляющему 
воздействию без обратных связей. Вектор обрат-
ных связей (2) используется на этапе анализа ре-
зультата энергетического воздействия на вторич-
ное тело. 

        P(x) 
 

 

 
 

 

Вторичное тело и распределение выделенной мощности P(x) 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема длинной линии и блок-схема ПО микроконтроллера управления  

технологическим процессом 
 

Fig. 1. A long line calculation scheme and block diagram of the process control microcontroller software  
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Адаптируем исходную запись системы теле- 
графных уравнений к поставленной задаче управ- 
ления: 

;

.

u i
L Ri

x t

i u
C Yu

x t

 
   


   

 

        (4) 

Рассмотрим решение для самого общего слу- 
чая – наличие двух управляемых источников 
напряжения на концах линии с оригинальными ха-
рактеристиками. Тогда решение дифференциаль-
ных уравнений будет состоять из двух частей: сво-
бодной и вынужденной. В системе (4) продиффе-
ренцируем первое из уравнений по переменной x, 
второе – по переменной t и подставим в левую 
часть первого выражения значение производной 

tx

i



  из второго: 

uxx'' – LCutt''– (LY + RC)⋅ut' – RY = 0.   (5) 
Для компактности записи порядок производной 

переменных в (5) показан верхним индексом, а не-
зависимые переменные, по которым берется диф-
ференциал, – нижним. Начальные и конечные усло-
вия по положению и времени для напряжения в ли-
нии зададим системой уравнений: 
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Для получения решения задачи (5), (6) в виде 
ряда целых полуволн гармоник синусоидальной 
функции произведем замену переменной в (5), (6) с 
целью обнуления краевых условий на концах ли-
нии. Новую переменную обозначим u~ . Замена пе-
ременных имеет вид 

1 2( ) ( )
l x x

u u E t E t
l l


   .     (7) 

Очевидно, что ,0),0(~ tu  0),(~ tlu . 
Используя (5), подготовим массив частных про-

изводных для u~ : 
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Используя (3), (4) и (6), получим уравнение для 
новой переменной ,u  решение которого можно бу-
дет искать в виде разложения в ряд Фурье по соб-
ственным функциям однородной краевой зада- 
чи [14]: 

'' '' '' '
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где используется обозначение 1 2( ) ( )
l x x

E E t E t
l l


  ; 

назначение верхних и нижних индексов прежнее. 
Принимая во внимание (6) и (7), могут быть по-

лучены начальные и краевые условия для новой пе-
ременной :u  
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Как было отмечено, решение в поле новой пере-
менной ищется в форме 

0
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n
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u x t T t
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где n – номер гармоники (целое число); Tn(t) – из-
менение во времени амплитуды гармоники номер 

n; sin
nx

l


 – собственные функции. 

Переходя к новой переменной, подставим (11) в 
(9) и получим 
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где в левой части равенства введено обозначение 
2
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Левая часть выражения (12) будет равна правой 
части, если амплитуда каждой из гармоник левой 
части этого выражения будет равна амплитуде со-
ответствующей гармоники правой части. Разложим 
правую часть выражения (12) в ряд Фурье с ядром 

преобразования: sin
nx

l


. Тогда баланс для (12) за-

писывается так: 
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Упростить выражение (14) можно, взяв инте-
грал в правой части, учитывая, что производные по 
времени питающих напряжений не зависят от x. 
При этом вычисление определенных интегралов, 
как и дифференциалов, не вызывает затруднений. 
Приведя подобные, получим: 
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1 1 1 1 1
2

1 1 1 1 2 2 2 2 2
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(15) 

Алгоритм поиска распределения напряжения 
вдоль длинной линии состоит из нескольких шагов. 

1. Для известных характеристик линии и под-
ключенных источников напряжения рассчитыва-
ются по (15) амплитуды гармоник сигнала 

 ...0|)( nn tT . Число гармоник ограничивается тре-
буемой точностью, балансом мощностей источни-
ков и передаваемого в линию сигнала или другими 
критериями. 

2. По (11) определяется выражение для новой 
(вспомогательной) переменной. При этом постоян-
ные интегрирования в (15) определяются из 
начальных условий (10). 

3. Используя (7), ищется распределение напря-
жения по длине линии. 

Три данных шага алгоритма математических 
расчетов дают базу для формирования итерацион-
ной процедуры поиска нужного распределения 
пучностей напряжения вдоль длинной линии (со-
держание блока 3 ПО C, рис. 1). 

В качестве иллюстрации предложен расчет мо-
дуля напряжения в длинной линии (рис. 2) со сле-
дующими параметрами: l = 9 м; R = 10-3 Ом/м;  
L = 10-6 Гн/м; C = 5∙10-11 Ф/м; Y = 3∙10-6 См/м;  
А1 = 1 В; 1 =2∙π∙1006 с-1; 1 = 0. 

Пример был решен с использованием пакета 
символьной математики Maple для пяти первых 
членов ряда (11): n = 5. На рисунке 2 изменение 

фазы модуля напряжения вдоль линии в функции 
времени показано модуляцией цвета: заметна де-
формация картины распределения модуля напря-
жения вдоль линии в функции времени, для по-
верхности (б) характерно нарастающее увеличение 
аргумента, что находит отражение в монохромно-
сти рисунка. Частота напряжения верно соответ-
ствует числу полупериодов пучностей, укладываю-
щихся по длине линии. 

Предложенный аналитический метод решения 
телеграфных уравнений может быть востребован в 
случаях наличия управляемых источников на кон-
цах линии и появляющейся возможности про-
граммного задания местоположения узлов и пучно-
стей напряжения вдоль линии. Математическую 
модель предполагается использовать, например,  
в установках местного прогрева вторичного тела с 
индуктором, в дефектоскопии. 
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Рис. 2. Распределение модуля и фазы напряжения (интенсивность цвета) в длинной линии при несогласованности 

фаз питающих напряжений (а), их частот (б) или амплитуд (в) 
 

Fig. 2. The module and voltage phase distribution (color intensity) in a long line when supply phases mismatch (a),  

their frequencies (б) or amplitudes (в) 
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Abstract. The paper discusses the issue of controlling the process of power allocation in a given secondary body cross 
section from currents induced by an inductor. This control can be applied in a number of flaw detection technologies, heating 
massive objects using induction currents. The inductor contains controlled voltage sources. The process control system must 
provide the ability to identify impact object (secondary body) parameters in order to fix and evaluate the effectiveness of the 
energy impact result. 

For mathematical description of electromagnetic processes in the inductor, the authors use an object representation by a 
long line with distributed parameters. The selected mathematical apparatus provides replacement of a variable in order to zero 
the boundary conditions. The voltage modulus is distributed along the line depending on time using the voltage expansion, 
introduction of new variables into a Fourier series with an integer number of half-waves of an odd sinusoidal function. The 
authors determine the balance by the amplitudes of discrete and continuous expansion in a row on a working frequency interval 
selected by the developer. They take into account the ratio of the voltage source frequency – the voltage wavelength along the 
line. 

The algorithm implements accuracy control in the representation of voltage distribution along a long line when solving a 
problem with the possibility of using it as a microcontroller control device. The increase in the number of series elements leads 
to complication of controller software that controls sources. If the line length and the required accuracy is known, it is possible 
to control the number of the expansion series optimally by varying source frequency. 

The authors used the Maple mathematical package to solve the problem and test the algorithm. The result is illustrated by 
a numerical example of a voltage distribution search with a specified voltage mismatch at line ends in phase, frequency and 
amplitude separately. The provided software is an integral part of the process control controller software. 

Keywords: long line, distributed resistances, border conditions, the Fourier series, microcontroller, software. 
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